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Exercice 1 : Les complexes.

1. Montrer que |a + b+ ¢| = |ab + bc + ca| pour tous a, b, c € U.

2. Résoudre le systéme d’inconnues x +y =5+ 1 et xy = 8 + 4.

3. Caractériser géométriquement 'application complexe f(2) = (1 +iv/3)z + (1 —4).
Solution

1. On a uu = 1 pour tout u € U. Donc :

lab + be + ca|?* = (ab + be + ca)(ab + be + ca) = (ab + be + ca)(ab + bé + ¢a)
= abab + abb¢ + abéa + beab 4 bebe + beea + caab + cabé + caca
= aa@ + ac + bé + ca + bb + ba + cb + c¢
=(a+b+c)a+b+e)=(a+b+c)at+tbtec)=|a+b+c?

Puisque |z| = /|z|?, le résultat en découle.

2. D’aprés la relation racines-coefficients, = et y sont les deux solutions de I’équation
22— (5+i)z+8+i=0.

Le déterminant est A = (5+14)% — 4 (8 + z) =25—-1+410i — 32 — 4i = —8 + 6i. Soit 0 = a + ib avec
A =% = a? — b? + 2abi. Alors a® — b? = —8, 2ab = 6 et a® + b = |A| = \/(—8)2 + 62 = 10. Ainsi
202 = =8+ 10 =2 et a = +1, ce qui donne b=3/a==3et §==x(1+3i). Donc

5+zj:( + 30)

{z,y} ={ }={3+2i,2—i}.

3. On a 1+ iv/3 # 1. 1l s’agit donc d’une homothétie-rotation d’angle arg(1 4 iv/3) = 7/3, de rapport
|14 iv/3| = 2 et de centre le point fixe de f. Ainsi I'affixe 2y est donné par

20 = f(z0) = (1+iv3)z0 + (1 — ),

soit zp = %(z —-1)= @(1 +1).

Exercice 2 : Arithmétique.
1. (a) Enoncer le petit théoréme de Fermat.
(b) En déduire que si p est premier et n,k € N* avec n =1 mod pF alors n? =1 mod pFTl.
(¢) En déduire que si p est premier, alors pour tous n € N premier & p on a nP 7' P=1) = 1 mod P

2. Donner toutes les solutions de 1’équation diophantienne 40x — 106y = 6.

Solution
1. (a) Soit p premier. Alors pour tout entier n € Z on a n? =n mod p. Si p{n, alors n?~! =1 mod p.

(b) Onan?—1=(n—1)(1+n+n2+---4+nP~1). Or, p* | n— 1 par hypothése, ce qui implique n = 1
mod p, et donc
l4+n+n?+--+nPt=14---4+1=p=0 mod p.
Ainsip|1+n+n? 4+ +nP et pPH | (n—1)(1+n+n?+---+nP~1) =nP —1. Donc n? = 1
mod pFtl.

(c) D’aprés (a) on an?~' =1 mod p. Alors (b) nous donne (p?~V? =1 mod p?, puis (p(p_l)p2 =1

mod p?, etc., jusqua (n?~1)P" =1 mod pFtl.



2. On a 40z — 106y = 6 ssi 20x — 53y = 3. On calcule le pged : 53 =20-2+13,20=13+4+7,13=7+6
et 7=06+ 1. Ainsi 53 A 20 =1 | 3 et il y a une solution. En remontant on trouve 1 = 20 -8 — 53 - 3.
Une solution particuliére est donc (zo,yo) = (24,9).

(z,y) est une autre solution ssi 20(x — z¢) — 53(y —yo) = 0. Donc 20 | 53(y — yo) ; puisque 20 A 53 =1
the lemme de Gauss implique 20 | y—yop, et il y a k € Z avec y—yo = 20k, d’ott y = yo+20k = 9+ 20k.
Alors x = zo + %(y —10) = 24 + 53k. On vérifie aisément que (z,y) est une solution. L’ensemble des
solutions est donc {(24 + 53k, 9 + 20k) : k € Z}.

3 : Continuité.

Exercice

1. Soit D une partie dense de R.

(a)
(b)

Soient f,g: R — R deux fonctions continues sur R. Montrer que si f(x) = g(z) pour tout x € D
alors f(z) = g(z) pour tout x € R.

Soit h : R — R continue sur R. Montrer que si h [p est strictement croissante, alors h aussi.

2. Soit f : Ry — R une application continue et surjective.

(a)
(b)
()

Solution

1. (a)

Montrer que f | [0,z] posséde un maximum a, et un minimum b, pour tout x € Ry. (Il suffit
d’appliquer correctement un théoréme du cours.)

Si f(x) = a pour un a € R, montrer qu'il existe ' > x avec f(z’) = a.
(Indication : Considérer y,y" € R avec f(y) = az +1 et f(y') = by — 1, et étudier le comportement
de f entre y et ¢/.)

En déduire que f~![{a}] est infini pour tout a € R.

Soit z € R. Puisque D est dense dans R, pour tout entier n > 0ily a x, € |z — %,x + %[ N D.
Alors f(x,) = g(zy) pour tout n > 0, et lim,_,~ x, = x. Ainsi par continuité de f et de g,

fl@) = lim f(zn) = lim glan) = g(a).

n—oo
Donc f =g.
Soit & < y. Puisque D est dense dans R pour tout entier n > 0 il y a

—x —x
an]xjx—k%[ﬂD et ynE]y—y4n

y[ND.

Alors lim,, y00 , = x et limy,_, o Yy = y. Par continuité de h on a

h(z) = lim h(zy,) et h(y) = lim h(y,).

n—oQ n—o0
Deplusil y a
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xo € |+ [N D.
Alors, z, < xg < yo < Yn pour tout n > 0; puisque f | D est strictement croissante, on a
h(zn) < h(xo) < h(yo) < h(yn), et donc

h(z) = lim h(z,) < h(zg) < h(yo) < h_)m h(yn) = h(y).

n—oo

Ainsi h est strictement croissante.

Théoréme du maximum : Une fonction continue sur un intervalle fermé atteint un minimum et un
maximum. On l'applique & f et Uintervalle [0, x].

Soient y,3’ € R avec f(y) = a, + 1 et f(y') = b, — 1, ce qui existe par surjectivité de f. Alors
y,y' ¢ [0,z] par définition de a, et b,. Ainsi y,y’ > x. Or, d’aprés le TVI entre y et ¢’ la fonction
f atteint tous les valeurs dans [b, — 1, a; + 1], notamment a. Il y a donc 2’ > min{y,y'} > = avec
f@') =a.

Si f~1[{a}] était fini, il y aurait un  maximal avec f(z) = a, ce qui contredit (b). Donc f~*[{a}]
est infini.



Exercice 4 : Dérivabilité.
1. (a) Soit f : ]a,b] — R une application dérivable. Montrer que si f’ posséde une limite finite en a, alors
f est prolongeable en une fonction dérivable sur [a, b] dont la dérivée est continue en a.
(Attention : Il manque une hypothése pour appliquer le théoréme de la prolongation dérivable.)
(Indication : Montrer d’abord Ve > 030 > 0Vz,y € Ja,a+ 6], |f(zx) — f(y)] <e.)
(b) Donner un exemple d’une fonction dérivable g : [—1,1] \ {0} — R telle que ¢’ posséde une limite
finie en 0 mais g n’est pas prolongeable en 0 par continuité.

2. Soit h(x) = e de domaine R. Montrer que pour tout n € N il y a un polynéme P, € R[X] tel que
R (z) = Pn(a:)er. Spécifier le degré de P,.
Solution

1. (a) Il faut montrer que lim,_,,+ f(z) existe. Dans ce cas tous les hypothéses du théoréme de la conti-
nuation dérivable sont satisfaites, et ce théoréme donne la conclusion recherchée.
Supposons que Ve > 036 > 0Vx,y € |la,a+ 6], |f(x) — f(y)] < € est faux, et soit € > 0 tel que
pour tout n > 0ily a y,yn € |a,a+1/n] avec |f(zy) — f(yn)| > €. D’aprés le TAF il y a ¢, entre
Ty, et yn avec f(cn) = (f(xn) — f(yn))/(@n — yn). Alors lim,, s ¢, = a, mais

) = S| e

Ty — T, ~1/n

|f(cn)

quand n — oo, ce qui contredit lim,_,, f'(z) € R.

Donc pour tout € > 0 il y a § > 0 tel que pour tout z,y € ]a,a + d] on ait |f(x) — f(y)] <e. On
prend le § qui correspond a € = 1. Alors pour tout = € Ja,a+6] on a f(a+9)—1 < f(z) < f(a+9).
Soit (xy, ), une suite dans Ja, a4 d] qui converge vers a. Alors la suite (f(xy,)), est bornée; d’aprés
le théoréme de Bolzano-Weierstrass elle posséde une suite extraite convergente vers un £ € R.
Quitte a remplacer (x,), par cette suite extraite, on peut supposer que (f(zy), converge vers /.
Maintenant soit € > 0 quelconque, et 6 > 0 qui correspond a €/2. Alors pour tout z € |a,a + J] il
yaz, € la,a+ 6] avec |f(x,) — 4] < €/2, et

[f (@) =€ <[f(2) = flan)| + |f(2n) — ] < €/2+€/2 =€

Ainsi limy,_,+ f(z) = ¢.
(b) On prend f:[—1,1]\ {0} défini par f(z) =1sixz >0et f(z) =—1siz <0. Alors f/ =0 dans le
domaine, mais f n’est pas prolongeable en 0.
2. On calcule f/(z) = 2ze® et f/(z) = 2e° + (2z)2¢® = (422 4+ 2)e”. Donc Py = 1, P, = 2z et
Py = 422 + 2. On construit les P, par récurrence, avec deg(P,) = n. L’initialisation est déja faite.
Donc on suppose que f(™(z) = P,(z)e*” avec P, € R[X] de degré n. Alors

Fr @) = (F7) (@) = (Pal@)e™)' = P(@)e” + Po(@)2e”™ = Poga(a)e”
avec Po11(X) = P/ (X)+2X P,(X) € R[X]. Puisque deg(P}) < deg(P,) on a deg(P)) < deg(2zF,),
et deg(Py+1) = max{deg(P)),deg(2X P,)} = deg(2X P,) = n + 1. Ceci termine la construction.

Exercice 5 : Polynémes.

Soit P € R[X]. On suppose que le reste de la division euclidienne de P par X — 1 vaut 3, que son reste par
X — 2 vaut 7 et que son reste par X — 3 vaut 13. Déterminer le reste de P par (X — 1)(X — 2)(X — 3).
(Indication : Si P = (X — 1)Q1 + Rj, calculer le reste de la division de @1 par X — 2 et X — 3. Si
Q1 = (X — 2)Q2 + R2, calculer le reste de la division de Q2 par X — 3. Conclure.)

Solution On a P(X) = (X —1)Q1 +3. Donc (2—-1)Q1(2) = P(2) —3=7—-3=4et Q1(2) =4 = Ry. De
meéme, (3 —1)Q1(3) = P(3) —3 =13 -3 =10 et Q1(3) = 5. Maintenant Q1 = (X — 2)Q2 + Ra, et donc
(3 - 2)@2(3) = Ql(g) — Ry et Q2(3) =5—4=1. Ainsi Q3 = (X — 3)@3 + 1, et

P=(X-1)Q1+3=(X-1D[(X -2)Q2+4]+3=(X-1D{(X
=X -1DX-2)(X=3)Q3+ (X -D[(X-2)+4]+3=(X

2)[(X —3)Q3 + 1] +4}+3

Les reste est donc (X —1)(X +2) +3= X2+ X + 1.

DX =2)(X =3)Q3+ (X —1)(X +2) +3.



