Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre d’Automne 2024-2025
Cursus préparatoire : Analyse 1 et Algebre 1 11 décembre 2024

Devoir surveillé N°4
Durée : 1130

Le candidat ou la candidate attachera la plus grande tmportance a la clarté, a la précision et a
la concision de la rédaction. Dans toutes les questions, il sera tenu le plus grand compte de la
rigueur de la rédaction ; toute réponse insuffisamment justifiée sera considérée comme nulle.
Calculatrices et notes de cours sont interdites. Le sujet est recto-verso. Le baréme indiqué est
approzrimatif.

Exercice 1 (8 points).

1. Sachant qu’il admet une racine réelle, déterminer cette racine réelle et puis factoriser dans
C le polynome
P(z) =2+ (1 —3i)2* — (6 — 1)z + 10i.

2. Soit n € N*. Pour z € R calculer

S (z) = Zn: (Z) cos(kz) + i Zn: (Z) sin(kz).

k=0 k=0

En déduire les solutions dans R de I'équation

Solution:

1. (4 points). Une racine réelle z du polynome doit vérifier la relation z* + 2 — 6z = 0,
d’ott z = 0 ou bien 22 + x — 6 = 0. Les racines du polynéome 22 +x — 6 = 0 sont = = 2
et x = 3; on vérifie que x = 2 est une racine réelle de P. Par la division euclidienne on
a:

P(z) = (2 —2) [2* +3(1 — i)z — 5i] .
Le discriminant de 2% +3(1 —i)z — 5i est A = 2i = (1+14)? de sorte que ses racines sont

z1 = 2i—1 et zp =i — 2. Il s’en suit que la décomposition de P en facteurs irréductibles
est :

P(z)=(2=2)(z+1—-2i)(2 +2 —1).
2. (4 points) Par définition et la formule du binome,

n

Su(z) =" (Z) (cos(kz) + isin(kz)) = Y (Z) ek = (14 )",

k=0 k=0




L’équation équivaut a R(S,(z)) = I(S,(x), c’est-a-dire que

(A+e)"+(1+e ™)) = 2% (A+e™)" = (1+e ™))
(1—d)(1+e*)" = (1+4)(1+e ™)
(€™ —i)(1+e“)" =0

— 14+e%=0 ou ™=y

—
—

On en déduit I'ensemble des solutions
T 2km
2km k€ Z} U { — keZ *
(rezimibezyu s+ 2 ihezf, @
NB. On peut aussi écrire S,,(z) = (2¢%/2 cos(z/2))", ce qui implique que
R(Sp(x)) = S(Sn(r) <= cos(x/2) = 0 ou cos(nx/2) = sin(nx/2),

et on obtient le méme résultat (*).

Exercice 2 (6 points).

0100

1. Calculer le reste de la division de 1 par 13, et par 19.

2. Résoudre le systeme de congruences dans 7Z :

r=3 (mod 13),
r=9 (mod 19).

3. En déduire le reste de la division de 10'%° par 247.

Solution:

1. (2 points) On remarque que 247 = 13 x 19. Par le petit théoreme de Fermat, on a

10 =1 (mod 13),
10®¥ =1 (mod 19).

Il s’en suit que

1010 = 102%™ = 10* =3* =3 (mod 13),
1010 = 1019 =10 =5° =9 (mod 19).

Remarque. On peut aussi procéder ainsi :

mod 13: [10= —3] = [10° = —1] = [10'° = (-1)33%.3 = 3],
mod 19: [10* = 5] = [10* = 6] = [10° = —2] = [10° = —1] = [10'° = (-1)*™ . 10 = 9].
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2. (3 points) Les entiers 13 et 19 étant premiers entre eux, par les divisions euclidiennes

successives
19=1x13+6, 13=2x6+1,

on déduit une identité de Bézout 3-13+(—2)-19 = 1. Par le théoreme des restes chinois,

la solution du systeme est donnée par
r=9-3-13+3-(-2)-19=3-79=237 (mod 247).

3. (1 point) On en déduit que le reste de la division de 10'%° par 247 est 237.

Exercice 3 (4 points).

1. Déterminer la forme complexe de la rotation 7 de centre (—1) et d’angle %. Préciser I'image
par  du point A d’affixe e=¥"/3.

2. Soit ¢ la transformation qui & tout point M d’affixe z associe le point M; d’affixe z; = z—+/3i.
a) Caractériser la transformation ¢.

b) Donner la forme complexe de ¢ o r.

Reconnaitre cette nouvelle transformation en déterminant ses éléments caractéristiques.

Solution:

1. (1 points) La rotation r de centre 2(—1) et d’angle % est la transformation qui, a tout

z associé 2/ = r(z) tel que
Y g =Pz —29) & =3 (24 1) - 1.

L’image par r du point A d’affixe e=™/3 est le point d’affixe /3.
2. a) (1 points) Si on note @ le vecteur d’affixe —v/3i, alors la transformation ¢ est la

translation de vecteur 0.

b) (2 points) Pour tout complexe z,

tor(z) = (e"3(z+1) - 1) —iV3
= e”/‘g’(Z +1)— 2¢i/3
=Bz —1).

Déterminons les points fixes de cette transformation en résolvant I’équation tor(z) =
Z, a savoir,

eiﬂ/S(Z . 1) — e ei27r/3z _ e'ifr/S ooy = e*iﬂ'/3'

On reconnait I'affixe du point A. L’unique point fixe de la transformation ¢ or est le
point A. En écrivant to7(z) = e™/3(z — 24) + 24 on reconnait que la transformation

t or est la rotation du centre A et d’angle 7/3.
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Exercice 4 (8 points).

On considere l'application f : [—1,1] — R, définie par

f(x)—{§ (\/1—|—x2—\/1—x2) ziig,

. Montrer que f est continue sur [—1,1].

. Montrer que f est dérivable sur | — 1, 1] et démontrer que

12241522 .
f/(l‘) _ 1172%\/%414_ 51T 6] -1 1[\{O}a
1 six = 0.
. Montrer que l'application dérivée f’:] — 1,1[— R est continue sur | — 1, 1] et calculer ses

limites en —17 et 1.
. Dresser le tableau de variation de f et tracer son graphe. En déduire que f est injective.
. On désigne par f la bijection de [—1,1] sur f([—1,1]) définie par f(z) = f(z), pour tout

x € [—1,1] et on désigne par f ~1 sa bijection réciproque. Justifier I'existence et déterminer

(H)(0).

Solution:

1. (1 points) D’abord la fonction f est bien définie car 1 — 22 > 0 pour x € [—1,1] et
continue pour x # 0. Il reste a vérifier si f est continue en 0. On utilise I'expression

conjuguée

1 pr R mA N (1+2%) — (1 —2?) _ T
$<\/1+ vl 2> r(Vi+a22+vV1—22) Vi+a?+V1—a?

Par suite,

z—0

x#0

0
lim f(z) = = =0.
2
Donc f est continue sur [—1,1].
2. (2 points) Pour z €] — 1,1[\{0} on a

\/1+x2—\/1—x2)/x—(\/1+m2—\/1—:z:2)

2

Py = :

(ﬁjLﬁ)xQ—(\/l—i-IQ—\/l—x?)
(\/1+a:2+\/1—:v2)x2—\/1+x2-\/1—x2(\/1+x2—\/1—a:2)
221+ 22 - /1 — 22
(VI+224+vV1—2%) 2 — (1+2?)VI—22+ (1 —2%)V1+2a?
221 — 2

 —VI—224+V1+a?

221 — 24
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Il reste a montrer que f est dérivable en 0. On calcul le taux de variation
fla) — J0) 2 -
z—0 V1+a22+ /122
Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 1.
3. (2 points) f’ est continue pour x # 0 et f(0) = 1. De plus,

> 1.

2 z—0

:\/1—x4(\/1—x2+\/1+x2) H

Ve €] — 1,0[U]0, 1], f'(z)

Donc f’ est continue sur | — 1, 1].

4. (2 points) On voit que f(—1) = —v/2, f(1) = /2. Pour tout z €] —1,1[, on a f'(z) > 0,
donc f est strictement croissante, donc f est injective. Il s’en suit que f cx = f(x) est
une bijection de [~1,1] sur f([~1,1]) = [-v/2,v/2]. Comme [’ est paire, les limites en

—1 et 1 sont égales, par suite,

2
lim f'(z) = lim f'(z)= lim = +00.

xﬁflJrf( ) x%lff( ) r—1— \/1—;134(\/1—1‘2—{—\/1—}—;[2)

T —1 1 21
f'(z) | +o0 1 +00 1'1’ 2
\/§ 05 -
4 . =
(@) 0 ]
/‘ 1:: 2

2 2

5. (1 point) f : [—1,1] = [—v/2,v/2] est une bijection. Pour tout z €] — 1, 1[ f/(z) # 0,
donc f~! est dérivable en tout y €] —v2,v/2] et

(ff)(y)zm-

En particulier, on a

VO = m=y = Fooy — Fo) -

Exercice 5 (4 points).

On rappelle que (Z) = H;C:l %ﬂ pour 1 <k <n.

1) Enoncer le lemme de Gauss.

2) Montrer que Y(k,n) € (N*)?, [k An=1=>n|(})].

3) Montrer que Vn € N*, (n+ 1)|(*").
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Solution:

1) (1 point) Lemme de Gauss : Soient a, b et ¢ des entiers tels que a et b sont premiers entre

eux et a divise bc, alors a divise c.

2) (1,5 points) Pour tout (k,n) € (N*)?, on a n(’;:i) = k:(’;), ce qui implique que n|k(2)
Dong, si k An = 1, par le lemme de Gauss, on en déduit que n| (Z)

2n
n

3) (1,5 points) Pour tout n € N*, onan(?") = (n+1) (nzfl), ce qui implique que (n+1)\n(2:)
Comme n A (n+1) =1 car (n+ 1) —n = 1 (Bézout), et par le lemme de Gauss, on en
déduit que (n+1)|(*").
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