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Exercice 1 : Relations.
1. On considére sur R la relation R définie par xRy < 2% — y? = 3(z — y).
(a) Montrer que R est une relation d’équivalence.

(b) Déterminer le nombre d’éléments appartenant a la classe d’équivalence d’un réel z (on distinguera
plusieurs cas selon la valeur de ).
Indication. Etudier une fonction bien choisie.

2. Soit F un ensemble, et R une relation sur E. On définit une relation R; sur E comme suit :
Ry < In e N* Jag,...,xn € E (x =20 Ay =y AVEk € [1,n] 251 Rxg).

(a) Montrer que R; est transitive.
(b) Montrer que xRy implique zR;y. En particulier, si R est reflexive, R, aussi.

(c) Montrer que si R est symétrique et pour tout x € R il y a y € R avec xRy, alors R; est une
relation d’équivalence.

Solution.
1. (a) Ona xRy ssiz®—3x = y3—3y. C’est clairement réflexive et symétrique ; si en plus y> —3y = 23 —3z,
alors 2 — 3z = y3 — 3y = 23 — 3z, donc R est transitive. Ainsi R est une relation d’équivalence.

(b) La classe de x est déterminée par la valeur de f(z) = 2° — 3x. Etudions donc la fonction f. On a
f'(z) =322 —3 =3 (22 — 1), ce qui a deux zéros £1. Ceci donne la table de variations

T ‘ —00 -1 1 +00
f(x) + 0 — 0 +
flx) | =00 2 2 N, =2 7 +o0

Ainsi si f(z) = 2 ou f(x) = —2 il y a deux antecédants et la classe de = a deux éléménts; si
f(z) €] —2,2[ il y a trois antecédants et la classe de x a trois éléments, et si f(z) € R\ [-2,2] il
y a un seul antecédant et la classe de z n’a qu’un seul élément.

2.(a) SizRwyilyaneN*etxy,...,zy_1 € R tels que z3_1 Rxy pour k € [1,n], ot 29 = x et z, = y.
Side plus yRyzily am € Net xpy1,...,Zntm—1 € R tels que x4 k1 Rz, pour k € [1,m], ou
Tp =19y et Tpim = 2. Alors xq, ..., Tprm témoignent du fait que zR;z, et R; est bien transitive.

(b) Si xRy, alors n =1 et zg = = et 1 = y témoignent du fait que xRyy. En particulier, si xRz alors
rRyx, et la réflexivité de R implique celle de Ry.

(c) Soit R symétrique. Soit xRy, témoigné par n et z = xq, ...z, =y. Alorsnety = zp, p-1,...,20 =
x témoignent du fait que yR;x, et R; est symétrique. Soit maintenant = € R, et choisissons y € R
avec zRy. Alors xR,y ; par symétrie yRyx, et par transitivité xRyx. Ainsi R, est réflexive, symé-
trique et transitive, et donc une relation d’équivalence.

Exercice 2 : Les réels.

Soit G un sous-groupe additif de R non réduit a {0} (c’est-a-dire une partie de R non-vide et close par
addition et soustraction).

1. Montrer que G N Rfr posséde une borne inférieure a.
2. Montrer que si a > 0, alors a € GG. En déduire que G = aZ.

3. Montrer que si o = 0, alors G est dense dans R.



Solution.

1. Puisque G n’est pas réduite a {0}, il y a x € G \ {0}. Alors soit x > 0, soit —x > 0. Or, z € G
implique —z € G, donc G N Ri # (), et est minoré par 0. D’aprés 1’axiome de la borne supérieure,
toute partie X non-vide majoré de R posséde une borne supérieure. Mais si X est non-vide et minoré
par 7, alors —X = {—x : z € X} est non-vide et majoré par —r, et —sup(—X) = inf X. Ainsi toute
partie non-vide et minoré de R posséde une borne inférieure. En particulier a = inf(G NR}) existe.

2. Soit @ > 0, et supposons « ¢ G. Alorsily g € GN]a, 2a[, puisily a ¢’ € GN]a, g[. Ainsi 0 < g—¢' < a.
Mais g — ¢’ € GNRZ, ce qui contredit le choix de a. Donc o € G.

Puisque G est clos par opposé et addition, on a aZ C G. Supposons qu’il y ait g € G \ oZ, et soit
n = E(g/a) (la partie entiére). Alors n < g/a < n+ 1, et la premicre inégalité est stricte puisque
g # an. Donc 0 < g —na < a. Or, g — na € G, ce qui contredit le choix de a. Ainsi G = oZ.
3. Supposons a = 0. Alors pour tout entier n > 0ily a g, € G avec 0 < g, < % Soit a < b deux réels;
on choisit n = E(31-) + 1. Alors 0 < g, < 1 < b— a. Soit k = E(gin) Alors k < & <k+1, dou
kgn <a<(k+1)gn=kgn+gn <a+ (b—a)="0.

Puisque (k + 1) g, € G on a bien |a,b[NG # 0, et G est dense dans R.

Exercice 3 : Suites.

Une suite de Cauchy est une suite réelle (uy,), vérifiant la propriété suivante :
Ve>03dng e NVp,g>ng |u, —uyl <e

1. Montrer qu’une suite de Cauchy est nécessairement bornée.
2. Montrer qu’une suite convergente est une suite de Cauchy.

3. Montrer la réciproque : toute suite de Cauchy converge nécessairement.

Solution.

1. Soit (uy), une suite de Cauchy. Par définition, pour € = 1 il y a ng € N tel que pour tout p,q > ng
on a |up — u4| < 1. En particulier, pour tout p > ng on a upy41 — 1 < up < Upy4+1 + 1, ce qui montre
que (up)n est bornée.

2. Soit maintenant (uy), une suite convergente de limite ¢, et € > 0. Alors il y a ng € N tel que pour
tout n > ng on a |u, — ¢| < €/2. Par I'inégalité triangulaire on obtient pour p,q > ng que

€ €
\up—uq\:]up—ﬁ—i-ﬁ—uq]§|up—€|+|€—uq\<§—|—§:6.

Ainsi (uy,), est une suite de Cauchy.

3. Soit maintenant (uy,), une suite de Cauchy. Puisque la suite est bornée, d’aprés le théoréme de
Bolzano-Weierstrass elle posséde une suite extraite (ug(n))n convergente, de limite £, ot o : N — N est
une fonction strictement croissante. Soit € > 0, et ng € N telle que pour p,q > ng on a |u, — ug| < 5,
et pour n > ng on a [uyym) — ¢ < §. Soit ny = o(ng + 1) > ng + 1 > ng. Alors pour n > n; on a

€ €
[un, — ] = |un — Uny + tny — €] < fup — tn,y | + ‘ua(no+1) - < ) + 9= €.
Ainsi (uy,), converge vers /.

Exercice 4 : Les complexes.
1. Résoudre dans C les équations suivantes :
(a) 22+ (2—3i)z24+5i—5=0 b) -2 +22-z+1=0.

2. (a) Déterminer I’écriture complexe de la symétrie par rapport a la droite d’équation cartésienne y = x.

(b) Caractériser géométriquement l’application complexe f(z) = (1 —i)z + 2i — 1.



Solution.

1. (a)

(b)

2. (a)

(b)

Le discriminant est
A= (2—3i)% —4i(5i —5) =4 — 9 — 12i 4 20 + 20i = 15 + 8i.
Soit § = a + ib € C avec A = §2 = a? — b? + 2abi. Alors
a>—b2 =15 2ab=8, et a?+0b%=1[6>=|A| = /152 + 82 = /225 + 64 = /289 = 17.
Donc 2a? = 32, d'otta = +4 et b= 2 = £1. Ainsi § = £(4 +1), et

—(2-30) + (4+i) 244

z21 = - = — =2 —1,
21 21
(2 30) — (4t B 9
oy — ( 3@)‘ ( —H): 6—i‘— Z:1—|—3i.
21 21

Controle :i[(2—1i)+ (14 3i)] = i(3+2i) = —(2—3i) et i(2—4)(14+3i) =i(2+3+6i—i) = 5i—5.

On a z # 1; la somme géométrique de rapport —z donne donc

(=2)° -1
(—z)—1"

d’ott (—2)® =1 =0 et (—2)° = 1. Les racines 5mes de 'unité sont e2*7/5 avec k € [0,4]. Ainsi

0=1—z2+22 -2+ =14 (=2)+ (=22 + (=22 + (=2)* =

ze {—e?/5 ke 0,4]}.
Cette symétrie échange la partie réelle et la partie imaginaire : a + ib — b+ ia = i(a — ib), c’est-

a-dire z — 2.
Alternative. Soit w = €™/* 1a rotation par 7 /4. Alors I'application recherchée est

RN wm _ ezrr/4 —in/dz — ewr/4 z7r/4 171'/22, = iz
On a 1 -4 # 1. Il s’agit donc d'une homothétie-rotation d’angle arg(l — i) = —7 et rapport

|1 —i| = v/2. On cherche le point fixe, et donc I'affixe du centre : z = f(z) = (1 — i)z +2i — 1,
dotiz=2i—1let z=2+1.



