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Documents et calculettes interdits

Exercice 1 : Récurrence.

1. Evaluer

a) Y i b Y.

1<i<j<n 1<i<j<n
2. Montrer que pour tout réel a > 0 on a a + é > 2.
3. En déduire que pour tous réels ay,...,a, > 0 et tout entier n > 1 on a

n n

(S a) ()=

i=1 i=1

On rappelle que > 1 ;i = ”("2+1) ot 1 i = %'
Solution.
a) On a
Z 1—22222121: i(n+1_i):Z(n+1)i—i2:(n+1)zi—2i2
1<i<j<n  i=1 j=i i=1  j=i i=1 i=1 =1 =1
1 1) (2n + 1 1 . )
— it _netDEntl) n@d g ) (g4 = 2ot D042
b) On a
n J n J n ’I’L—|—1)(2n+1)
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1<i<j<n j=1i=1

2. Puisquea>0ilyab>0avecb2—a A10r50<(b—7) =b? —2+b2—a—2+1 doua+ > 2.
Alternative. 0 < (a — 1)? = a®> —2a + 1, d’ott 2a < a* + 1 et donc 2 < a + 1 puisque a > 0.

3. Par récurrence sur n. Initialisation : Pour n = 1 on a (Zil:l ai) (Zl L) =a H =1>12%

i=1 a;
Hypothese : On suppose (> 1 a;) (Y, az) > n?
Hérédité : On a, en utilisant ’hypothése de récurrence et la partie 2.,

(o) (3,0 = an+1+2az
—an+1za +

=1

n

Zj)

=1
n n 1
E a; + Ap41 E az E CT
i=1 i=1 "

n
an+1 a; _ 2
22( ‘ an+1)+1+n >;2+1+n =2n+1+n%=(n+1)>2

CLnJrl

Qn41 © Gn+41

Conclusion : (37 a;) (X, L) >n? pour tout entier n > 1.

i=1 a;

Exercice 2 : Fonctions trigonométriques.
1. Rappeler les formules pour sin(x + y) et cos(x + y). En déduire la formule pour tan(z + y).
2. Soient z,y € R deux réels pour lesquels zy # 1. Montrer que

ty

T
arctan x 4 arctan y = arctan 1 + km

pour un certain k € Z dépendant de x et y.



3. Evaluer arctanz + arctan% pour x # 0.

4. En déduire la valeur de k de la partie 2. en fonction de = et y.

Solution.

1. sin(x 4+ y) = sinx cosy + coszsiny et cos(x + y) = cosx cosy — sinz siny. Donc

tan(z + y) sin(z +y) sinzcosy+ cosxsiny tanx + tany
an(xr = = — .
4 cos(r+y) coszcosy—sinzsiny 1 —tanxtany

2. On a tanarctan z = z pour tout z € R. Ainsi

tan arctan x + tan arctany r+y xr+y
tan(arctan x 4 arctany) = = = tan arctan .
1 —tanarctanxtanarctany 1 — zy —xy
Puisque tan est strictement croissante sur | — 7, Z[ et périodique de période =, cela donne
T+
arctan x 4 arctan y = arctan Y + km
— 2y

ol k € Z dépend de z et y.
3. On pose f(x) = arctan x + arctan %, fonction réelle de domaine R*. Alors
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Ainsi f est constante pour z > 0 et pour z < 0. On atanl = 7, d’ou tanx—i—tan% =tanl+tanl = 3
pour > 0. Or, tan est impair, d’ot tanz + tan% = —5 pour z < 0.

4. La fonction tan est strictement croissante. Si 0 < z et y > %, alors £ < arctanz + arctany < T.

2
Comme —% < arctan z < 7, il faut prendre k = 1.
Si0<zety< %, alors —5 < arctanx + arctany < 7 et k = 0.
Siz=0onak=0.
Puisquetanestimpair,sim<Oety<%onak:—l,etsix<()et%<yonak:O.

Exercice 3 : Fonctions hyperboliques.

Etudier le domaine de définition de la fonction f définie par

f(z) = Argcosh [% (x + %)]

et simplifier son expression lorsqu’elle a un sens. (Il peut s’avérer utile de distinguer deux cas.)
Indication : Utiliser la formule explicite (ou la dériver si vous ne la connaissez pas).

Solution.
Le domaine de Argcosh est [1, 00[. Il faut donc 1 < %(1: + %), soit 2 <z + %, ce qui est vrai pour tout z > 0
(voir exercice 1.2.). Ainsi dom f = R} =]0, ool.

On a Argcosh z = In(y + y/y% — 1). Ainsi

1 1 1 1 1 1 1
f@):ln(z@n)*\u(”ﬁ“l)21“2(3”%*\/””2*“3;2‘4)

1 1 1 1 1 1
I - 22 — 1 = el _ =
_m2@+x+ (z J) m2@+x+m J)

Ainsi f(z) =Inzsiz>1 et flz) =Inl=—-Inzsiz <l

Exercice 4 : Etude de fonctions

On considére la fonction réelle )
T

f:ﬂm_}iln(eﬂﬁ—i—l)'

1. Donner le domaine de définition maximal.



Etudier la parité et la périodicité de f.

Etudier les éventuelles limites de f aux bornes de son domaine maximal.
Calculer la fonction dérivée de f.

Donner le tableau de variations de f.

Calculer ses asymptotes éventuelles.

NS e 0

Dresser le graphe de f.

Solution.
1. Onae” >0, donc e* +1 > 1 et In(e” +1) > 0. Ainsi dom f = R.
2. Il 0’y a ni périodicité (voir ci-dessous) ni parité : f(—1) # £f(1) puisque In(1+¢e) > In(1 + 1) > 0.
3. limg oo In(e® + 1) = 01, d’ott lim, s o f(x) = 0co. En particulier f n’est pas périodique.

En +o0co on a

2 2
I oy oy
Fas /(@) a0 In(e*(1+e%)) w00 Ine? + In(1+e)
2

T T

lim = lim T
e—oox +In(l4+e77) 220014 2In(l+e?)

puisque lim, oo %ln(l +e ) =0.

4.
) 2zln(e” +1) — xQﬁem 2x z2e”
x) = = - .
(In(e® + 1)) In(e” +1) (% 4+ 1) (In(e® + 1))
5. Le signe de f’ est celui de 2xIn(e* + 1) — xzﬁex, voire de 2x(e® + 1) In(e® + 1) — 22e®.
Siz=0ona f/(z)=0.Siz>0o0na
2x(e® + 1) In(e” + 1) — 2%e® > 2ze® In(e?) — 2%e* = 2%e” > 0.
Siz <0ona2x(e®+1)In(e® + 1) — 2%e® < 0 puisque In(e* +1) > 0 et € > 0. On a f(0) = 0. Ceci
donne :
T ‘ —00 0 o0
I - 0+
floo N0 7 o0
6. On a In(e” +1) =z + In(1 4+ e™*). Ceci donne
a:limM:limL:hm x =1
z—00 T z—oo In(e® + 1)  z—ooxz+ In(l + e~ %)
et ) . ( )
. . x .z —zln(e” +1
b= tim (f(@) —av) =l (e — @) = I
L x ) o ey 1o
= e (e an (T F e =1-0=0
Ceci donne une asymptote y = ax + b = x en +o00.
En —oo on a
lim @: im — = 0o
rT——00 I T——00 ln(ez + 1)

et pas d’asymptote.



