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Exercice 1 : Les réels.

Soit A une partie non vide de R.
1. Pour z € R justifier I'existence du réel d(z, A) = inf{|z — a| : a € A}, appelé la distance de x & A.
2. Montrer que pour tous z,y € R on a |d(z, A) — d(y, A)| < |z — y|.
3. On rappelle que 'adhérence X d’une partie X C R est définie par

X={xeR:Ve>0, Jx—e,z+e[NX #0}.
Montrer que pour tout € R on a x € A si et seulement si d(z, A) = 0.

Solution.

1. A est non-vide, il y a donc ag € A. Donc |z — ag| € {|x — a| : a € A}, qui est non-vide, et minoré par
0. D’apreés 'axiome de la borne supérieure inf{|x —a| : @ € A} existe.

2. Soit € > 0. Alors il y a ag € A tel que |y — ag| < d(y, A) + €. Par I'inégalité triangulaire
d(z,A) <[z —ao| < |z —y[+ |y —aol < |z —y[+d(y,A) +e
Puisque c’est vrai pour tout € > 0, on a d(x, A) < |z —y| + d(y, A), soit d(z,A) —d(y,A) < |z —y|.
Par symétrie, d(y, A) —d(z, A) < |y — z| = |z — y|. Ainsi |d(z, A) — d(y, A)| < |z —y|.
3. Soit x € A, et € > 0. Alors il y a ap €]x — €, + ¢[NA. Donc d(z, A) < |x — ag| < e. Puisque c’est vrai
pour tout € > 0, on a d(z, A) = 0.

Réciproquement, soit d(z, A) = 0. Soit € > 0. Alors il y a ag € A tel que |z —ap| < d(z, A) +¢€/2 <e.
Donc ag €]z — €,z + ¢[NA. Ainsi |x — €,z + ¢[NA # 0 pour tout € > 0, et x € A.

Exercice 2 : Suites.
Soit (), une suite réelle. On pose v, = n%rl Y p—o Uk- On suppose que (uy), converge vers £ € R.
1. Pour tout € > 0, justifier qu’il existe ng € N tel que pour tout n € N, n > ng entraine : |u, — | < €/2.
luo — U] + .. + un, — 1]
n+1

Montrer qu’il existe n1 > ng tel que pour tout n € N, n > n; entraine : <€/2.

En déduire que si (uy,), converge vers ¢ € R, alors (vy, ), aussi.
Est-ce que la réciproque est vraie ? Justifier la réponse.

Est-ce que la partie 3. reste vraie si £ € 00 ? Justifier la réponse.

AL i

En déduire que si (a,), est une suite avec limy, o0 (@ni1 — an) = £, alors lim, ;o % = /.

Solution.
1. D’aprés la définition de la limite, puisque lim, .~ u, = £, pour tout € > 0 il y a n. € N tel que pour
tout n > n, on a |u, — £| < e. On peut donc prendre ng = n /.
2. Soit = >"}% |ux, — £|, et € > 0 de la partie 1. On pose ny = 1 + max{ng, E(2r/e)}, ou E(x) dénote
la partie entiére de z. Alors ny > ng, et ny > 2r/e, soit r/n; < €/2. Ainsi pour tout n > nj on a
r/n<r/ny <e/2.
3. Soient € > 0, ng de la partie 1. et ny de la partie 2. Alors pour tout n > ny on a

n ng n

1 & 1 1 1
on =l = |(og 2we) =l = oy 2w = Ol =[5 D =0+ =5 > (w—0)
n+1k:0 n+1k:0 n+1k:0 n+1k:n0+1
1 0 1 " € N 0 €
Sarrl Ol gy 2 et 3 <

Ainsi lim,, oo vy, = L.



4. La réciproque est fausse. On pose u, = (—1)". Alors v, = n%rl pour n pair, et v, = 0 pour n impair.
Ainsi limy, o0 v, = 0, mais (u, ), ne converge pas, puisque ga alterne entre 0 et 1.

5. Supposons lim,, s u, = 4+00. Donc pour tout £;nN il y a ng tel que u,, > £ + 2 pour tout n > nyg.
Soit r = > 71%ug, et ny = max{(ng + 1)(¢ + 2),|r[}. Alors pour tout for n > n; on a = > —1 et
motl(p 4 2) <1, ce qui donne

n+1
! Zn: ! i P zn: Sent 1400 42) > 14+ ((+2)—1=1
Uy = Up = U U m - —1=4¢.
"l A | P b= n+1 =
k=0 k=0 k=no+1
Ceci montre lim,,_, v, = +00.
Si limy, 00 u, = —00, on considére u,, = —uy,, ce qui donne v}, = —wv, et lim, . u,, = oo, d’ou
lim,, 00 v}, = 0o d’apreés la partie précédente, et limy, o0 v, = —00.
6. On pose U, = apt+1 — Gn, €6 v, = %4—122:0 Uy = n%q(anﬂ — ap) (somme téléscopique). Alors
lim,, 00 U, = £, ce qui donne d’aprés la partie 3.
a a a a a a —a
lim - = lim " = lim = 0= lim - — lim 0 — Jim 270 — jim v, = L.
n—oo N n—oon + 1 n—oon + 1 n—oon + 1 n—oon + 1 n—soo N+ 1 n—00

Exercice 3 : Continuité.
Soient f : R — R que l'on suppose convexe, c’est-a-dire : f(tx + (1 —t)y) < tf(z) + (1 —t) f(y), pour tout
t € [0,1] et pour tout (z,y) € R2.
On pose a = f(1) = f(0), B = f(0) = f(=1) et v = max{|al, [5]}.
1. Soit z €]0, 1[. Montrer que Sz < f(z) — f(0) < au.
(Indication : Utiliser le fait que v = t14+(1—t)0 avect = x et 0 =tz +(1—t)(—1), avect = 1/(1+x).)
2. En déduire que lim,_,o+ f(z) = f(0).
3. Montrer que lim,_,o- f(z) = f(0). En déduire que f est continue en 0.
(Indication : On pourra montrer que f(—x) est convexe.)

4. Montrer que f est continue en tout point de R.
(Indication : Pour a € R, on pourra montrer que la fonction x — g(z) = f(z + a) est convexe.)
Solution.

1. On pose t = x. Alors x = t1 + (1 — t)0, et par convexité

fl@) = ft1+ (1 =1)0) <tf(1) + (1 = 1) f(0) = f(0) + t(f(1) = £(0)) = £(0) + ter = f(0) + za,
ce qui donne f(z) — f(0) < ax.
Ensuite, on pose t = 1/(1 4+ x). Alors 0 =tz + (1 — t)(—1), et par convexité

$(0) = f(t+ (L= 0(=1) £ (@) + (1= 0F (1) = —— (@) + T

Ainsi (1+2)f(0) < f(z) + 2 f(—1), soit zf = z(f(0) — f(—1)) < f(z) — f(0).
2. D’apres la partie 1. on a Sz < f(z) — f(0) < ax, d'out

f(=1).

0= liI€+ﬁx§ lim (f(z) — f(0)) < lim ax = 0.

z—0t z—0t
D’aprés le théoréme des gendarmes, lim,_,o+ (f(x) — f(0)) existe et vaut 0. Ainsi lim,_,o+ f(z) = f(0).
3. On pose g(z) = f(—x). Alors pour z,y € Ret t € [0,1] on a par convexité de f (pour —x et —y) que
gtz + (1 —=t)y) = f(t(—2) + (1 = t)(~y)) <tf(—x) + (1 = 1) f(~y) = tg(z) + (1 = t)g(y).

Ainsi g est convexe. D’apreés la partie 2. on a lim,_,o- f(z) = lim,_,o+ g(z) = g(0) = f(—0) = f(0).
Donc lim, o f(x) = f(0) et f est continue en 0.

4. Soit a € R. On pose h(z) = f(x + a). Alors pour z,y € Ret € [0,1] on a
h(tz+(1-t)y) = f(tz+(1—t)y+a) = f(t(z+a)+(1—t)(y+a)) < t(f(z+a)+(1—t)f(y+a) = th(z)+(1—t)h(y).

Ainsi h est convexe, et est continue en 0 d’aprés la partie 3. Ainsi f est continue en —a, pour tout
a € R. Donc f est continue sur R.



Exercice 4 : Dérivabilité.
Soit f : Ry — R une fonction, continue sur R et dérivable sur R, qui vérifie : lim, . f(z) = f(0).
1. On suppose f non constante, et on note xg > 0 tel que f(xo) # f(0) et y = (f(xo)+ f(0))/2; montrer
qu’il existe a €]0, x| tel que f(a) = y.
2. Montrer qu'il existe b €]xg, 21 tel que f(b) =y (ot x; est a définir).

3. Déduire des points précédents que f’ a au moins un zéro dans R .

Solution.

1. Puisque f est continue sur [0, zg], d’aprés le TVI pour tout z entre f(0) et f(zo) il y a = € [0, x¢]
avec f(x) = z. Puisque le milieu y = (f(zo) + f(0))/2 est entre f(0) et f(zo), il y a a € [0,z0] avec
f(a) =y. Or, puisque f(0) # f(xo) on a f(0) #y # f(xo), et donc 0 # a # xp. Ainsi a € ]0, zg|.

2. Puisque lim,_, f(z) = f(0), il y a &1 > zo tel que |f(z1) — f(0)| < $|£(0) — f(zo)|. Alors f(z1)
est strictement entre y et f(0), et donc y est strictement entre f(xg) et f(z1). D’aprésle TVIily a
b € [xo,x1] avec f(b) =y, et comme f(xo) #y # f(x1) on a b € |xg, x1][.

3. On a f(a) = f(b) et f est dérivable sur [a, b], avec a < b. D’aprés le théoréme de Rolle il y a ¢ €]a, b]
avec f'(c) =0, donc f" a un zéro dans R .

Exercice 5 : Etude de fonctions.
On considére la fonction réelle : x — x arctan ﬁ
1. Donner le domaine de définition maximal.
Etudier la parité et la périodicité de f.
Etudier les éventuelles limites de f aux bornes de son domaine maximal.
Calculer la fonction dérivée de f.
Donner le tableau de variations de f.

Calculer ses asymptotes éventuelles.

A I

Dresser le graphe de f.

Solution.

1. On a dom (arctan) = R. Ainsi # € dom (f) ssi 15 est bien défini. Le domaine maximal est donc

R\ {1}.

2. On a f(—1) = —arctan(—3) = arctan(}), mais f(1) n'est pas défini. Ainsi f est ni pair ni impair.
De méme, si p > 0 était une période, alors f(1) = f(1 + p), mais le deuxiéme est défini et le premier
ne l'est pas. Donc f n’est pas périodique.

3. On a lim,_, 1+ f(z) = lim,_,;+ arctan

1 1 —1 —1

On a (arctan =)' = L) o1 = oo D’aprés I’hopital

1 _ 1 _ s _ 1
——g = limy ;4o arctan(y) = £, avec y = 5.

arctan —— arctan ——)’ 17_71
lm f(o) = lm SOy, G0 GEDET
z—+o0 r—+oo < r—+oo (§>/ r—+oo —=
2
. x .
4. On a
, T
= t .
f(x) arctan —— S
5. On a
() = -1 7($—1)2+1—332(:U—1)_72(;10—1)2—1—1—30(30—1)_2 (x —2)
C(@-1)2+1 (z—1)>+1) a (z—1)2+1)2 “((z—-1)2+ 1
Ainsi
T ‘ —00 0 1 2 00
f — 0+
fro0 - -5 - =F-15-1 +- -1 - 0
Fl 1 N 000N 315 SN 51 N1

6. lim, .+ f(z) existe. Il n’y a donc pas d’asymptote verticale en 1.
limy, y+o = 1. Il y a donc une asymptote horizontale y = 1 en +o0.



