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Mathématiques - CF Algébre 1

Documents et calculettes interdits

Exercice 1 : Logique.

1. Est-ce que les deux propositions suivantes sont équivalentes ? Justifier la réponse.
(a) P—(Q— R) et b)) (P—-Q)— R.

2. KEcrire en langage formel ’énoncé suivant :
Pour tout nombre premier il existe un nombre premier strictement plus grand.

Ensuite, écrire la négation de cet énoncé.
Attention : Il faut traduire premier en n’utilisant que ’addition et la multiplication.

3. On cherche & calculer la somme S, = 222:1 E(Vk), out E(z) est la partie entiére de z.

(a) Montrer que
n—1 (+1)2-1

Se=n+> >  EWk).

=1 k=12

(b) Conclure.

Exercice 2 : Relations et Applications.

1. Soient F un ensemble et f : E — E une application. On suppose que fo f = f et que f est injective
ou surjective. Montrer que f = idg.

2. Soient E et F' deux ensembles, f: E — F une application, A C E et B C F. Montrer que
fIAN F~[B]) = F1A] N B.

3. Soient E un ensemble et A C E. On note f lapplication X — X N A de P(E) dans P(E).
(a) Montrer que X ~ X’ ssi f(X) = f(X') est une relation d’équivalence.

(b) Montrer que P(A) est un ensemble de représentants des classes d’équivalence de ~.

Exercice 3 : Les complexes.

1. Soit a € C\ U. On note f la fonction z — Z=%. Montrer que f est définie sur U, & valeurs dans U,

et que f: U — U est bijective. (Rappel : U={z¢e€ C: |z| =1}.)
2. Résoudre algébriquement dans C I'équation 222 + (8 — 5i)z + (4 — 13i) = 0.

Exercice 4 : Arithmétique.

V2

1. Montrer que pour tous n € N* et a,b € Z, si a = b mod n alors a” = b" mod n?.

Indication : a" —b" = (a —b) (@™ 1 + -+ b"71).

2. Donner toutes les solutions dans Z du systéme de congruences

=1 mod597 et x=2 mod 322.

3. Montrer que si 2® + 3> + 23 est divisible par 7, zyz l'est aussi.

Exercice 5 : Polynémes.
1. Résoudre I'équation polynémiale (X2 + 1)P” = P, pour P € C[X].
Indication : Poser P(X) = Zzzo ar X, et obtenir des conditions sur les ay,.

2. Soient P € R[X] de degré d > 0 et a € R. On suppose P(a) > 0 et P%*)(a) > 0 pour tout k € [1,d].
Montrer que P n’a pas de racine dans [a, oo[.



