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§1 Tribus et boréliens

X un ensemble

Définition

Un clan de X est un ensemble C de parties de X tel que
1. gec 7 Xe C
2. SiAeCalors AA¢C (A°=X\A)
3. C stable par union finie

Une tribu est un clan aussi stable par union dénombrable.

Soit 7 une tribu de X et soit Y C X. Alors Ty = {ANY :Ac T} est
une tribu de Y (idem pour un clan). C'est la tribu induite par 7 sur Y.

Soit 7 une tribu fixée de X. Une partie A de X est mesurable si A € T.

& [ 4

Proposition /M,Céfr = M ¢T o
Soit T une tribu de X alors eV =D C T
> X cT (&/M‘l é C

> : : .
T est stable par intersection dénombrable =9 V Mg 6) £
> SiA,BeT,alors A\BeT



Définition
Une classe monotone M de X est un ensemble de parties de Xﬁ que

pour toute suite (A,) d'éléments de M ~ A

» Si (A,) est une suite croissante (ie A, C A,11) alors UA, € M
» Si(A,) est une‘.ﬂj_ite décroissante (ie A,11 C A,) alors NA, € M

" (N

Résultat. Clan + classe monotone = tribu .?/»hﬁn /
M & Clan ﬂd l/ M ¢ Clan @7'5> Misseke =9 ()ﬂd
Définition i€) ET

Soit A Cé)( ). Alors il existe une plus petite tribu contenant A, on
I'appelle’|a tribu engendrée par A, dénotée 7T (A). (De méme pour clan
asse monotone dénotés C(.A) et M(.A) respectivement)

ésultat. On a C(A) C T(A) et M(A) C T(A)

o o X
Théoreme (Classe monotone)
Soit C un clan, alors M(C) = T(C) (et donc c’est une tribu)

L-f) Vb

et



DI
We ot me oo
o MOWRTE 2
Le but de cet exercice est de montrer qu'une réunion arbitraire

d'ensembles mesurables n'est pas forcément un ensemble mesurable. Soit

7 = {A CR avec A au plus dénombrable ou A au plus dénombrable}.

1. Montrer que 7 est une tribu.
2. Montrer que 7 # Z(R).

3. Conclure.



Définition
Soit X un espace métrique, la tribu des boréliens de X, dénotée Bx, est

la tribu engendrée par les ouverts de X. Les éléments de cette tribu sont
les boréliens de X.

Résultat. Soit Y sous-espace métrique de X alors By est la tribu de Y
induite par Bx sur Y

Résultat. Les intervalles ouverts et fermés de R sont des boréliens de R

Proposition
Soit X espace métrique. On a
» Bx est la tribu engendré par les fermés de X

» Br est la tribu engendré par les intervalles de R et méme
uniquement les intervalles de la formle |a; +oo[ avec a € R

» Brn est la tribu engendré par les pavés I
ouvert de R

—- X I, avec I; intervalle

Remarque. Quand X est un espace métrique, la tribu considérée sur X
est par défaut la tribu des boréliens

- Fabu



§2 Mesures (X,T) Lprit Ly

Définition

Soit T une tribu de X. Une mesure (peositive) sur X est une application
p: T — [0; +00] telle que

> u(0)=0 Y Jﬁlgbm) AnnAm =g

» Si (A,) est une suite d'éléments de 7 d.d.d. (deux a deux disjoints)
alors u(UA,) = > u(A,)  (propriété de o-additivité)

Lo Posrllner 4-gs
Exemple

On prend T = P(X) I'ensemble des parties de X

+00 sinon

card(A) si A est finie
pu(A) = { )

C'est la mesure de comptage

Définition
Une espace mesurable est un couple (X,7T) avec T tribu de X et un
espace mesuré est un triplet (X, 7T, i) avec, de plus, p une mesure sur T
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Soit (X, T, i) un espace mesuré. A ﬂ A (
L & /{'L

Proposition

«4 73%]
7 » Soient A et B deux mesurables avec A C B, alors u(A) < u(B

(monotonie). Si, de plus, u(B) < 400 alors (B) = u(A) + u(B\ A)

» Soient Ay, ... Ak des mesurables, alors u(UiAi) < > u(A;) avec
égalité si les A; sont d.d.d. (deux a deux disjoints)

&

» Soient A et B deux mesurables alors
G-

» Soit (A,) u
> Alors u(UiA;

u(AU B) + (AN B) = u(A) + u(B) }7 5 /VL[Alfﬁ)
stite)de mesurables = <V

< . u(A) (sous-additivité) /L{,(Allﬁ) _

> Si(An) A alors u(An) — w(A)
> Si(An) \(A et u(Ao) < oo alors u(An) — u(A) [A)/;/Vl[ﬂ)

D ¢ P o0 (ZAW—P‘ .ﬁlm ¢ o (791« H [



Définition = ‘V[A WM/[/LM) <+w

» La mesure p est finie si u(X) < 400
» La mesure p est o-finie s'il existe une suite (A,) de mesurables avec

UnAn =X et u(A,) < +oo Vn

» La mesure i est une mesure de probabilité si u(X) =1

» Si X est métrique et T est la tribu des boréliens, la mesure p est
borélienne

» Si X =R" alors i est une mesure de Radon si u est borélienne et
VK compact de X, u(K) < +o00

Définition - —
Un partie A de X (tgf%ﬁ”ﬁécessairem@t mesuraMBTIE)“Jest négligeable s'il
existe un mesurable B avec A C B et u(B) = 0. Une mesure est compléte
si toutes les parties négligeables sont mesurables. Si ce n’est pas le cas,
on peut construire une extension de p en une (unique) mesure compléte
[i en ajoutant les négligeables a2 T pour obtenir la tribu complétée T .

Une propriété P(x) défipie pour x € X est vraie presque partout ou vraie
p.p. si I'ensemble {x € X : P(x) est faux} est négligeable.

R wttie nlh




Théoreme
Il existe une unique mesure v,, sur R" telle que, pour chaque pavé

P=1 x---x I, avec I; intervalle, on a () /D)L]) zb_a
' -

vn(P) = vol(P) = produit des longueurs de I;

On note \, la complétée de v, et on |'appelle la mesure de Lebesgue
dans R". On note L, la complétée de Br» pour cette mesure et on
I'appelle la tribu de Lebesgue de R".

On a les propriétés suivantes J& [ [ﬁ?LJ X[é d)) = [é’ﬂ)

>

x/A-0)

v, est unique

v, est une mesure de Radon et esy o-fini

Brn, Vx € R;(}Ayzz*ﬁ :,ﬁ‘A]

v, est invariante par tra
Un(x +A) =1,(A

11 est donnéepar la formule suivante pour A € By

1(A) = inf {.Z(bj —aj): AC U]aj» bj[}
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