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1. Notions de base =

3 é)(é —=

Définition

Un groupe est un ensemble non vide G avec opération * interne vérifiant
1. (élément neutre) de € G avec @@ Vx e G
2_Aassociativité) Vx,y,z € G, xx (Y xz) = (X*y)*Z=X*%xy *Z
3. (inversibilité) Vx € G, 3x’ € G aveC x *x x' = x" x x =

DM }d%}mﬁw\

Remarques

N
vy

» [ ’élément neutre et I'inverse de x (pour x donné) sont uniques
» e groupe est abélien (commutatif) si, Vx,y € G, x xy = y x X,

» Notations usuelles : multiplicative ou additive [(abélien ~

vl — j(v& = UY Uty — > —x

—Soi Y, Z € G( Xz =yz :Blmphﬁcatlon
Qy)—l =y ix

\ -
nversion inverse |'ordre)

‘ )by




) e,
X
S

sin=20
sin>0

Soient x € G et n € Z, on pose

Résultat. Soient x € G et n,m € Z, x"x™ = x™M et (x")" = x"™
Résultat. Soient x,z€ Get n€ Z, (zxz71)" = zx"z71

o > > I =/ “ o
Définition QXVZXB/"’ZX; < 2)( 2
Soit x € G, le plus petit n > 1 tel que x" = e est I'ordre de x (ordre fini).
Si n n'existe pas, alors x est d'ordre infini.

- 1elR* wyae 2



- Ao ',,,fwl
) € 27 gvoC - -
Définition ‘ KE L™ orohe b

Soit x € G, Ie > 1 tel que x" = e est |'ordre de x (ordre fini)

S| n n'existe pas, ators x est d'ordre infini.

o nlb: J wde 562 teng Q( k)T -e”

Len? Xbe 0 o div. tbdoive ek \[ﬁ
Soit x € G d’ordre finin>1. On a / [IE vV Al ﬂ r(n
» Pourt e 7, xt* = e si et seulement si n divise t. -h

)( bt )< /z e

» Pourt c 7, l'ordre de x° est fini et est égal a

; 474/ A U n
PGCD(n, ) L//’( psk (2 0 doiX i}

Soit y € G d’ordre fini m > 1 tel que x et y commutent alors I'ordre
de xy divise PPCM(n, m).

Remarque
Si le groupe G est fini alors tous les éléments de G sont d’ordre fini

h h—-
N—= m X:XM:?X M:



hS m
Définition
Un sous-groupe est un sous-ensemble non vide stable par |'opération * et
I'inversion (contient forcémen@

—
Sous-groupes particuliers. A0Led Y‘Sv}’z‘ 2 ﬁ’"J'?A

» Centre du groupe G : Z(G) ={x€ G :Vg € G,xg = gx}
h—

Note. G = Z(G) ssi G est abélien. . A
A= X ) Sl
» Pour H sous-groupe de G, le centralisateur de H : O g
{MiiFG)i{g € G :¥h € H,xh = hx}7

Note. H C Zy(G) ssi H est abélien. Z&' (&) z 2(&)

» Pour H sous-groupe de G, le normalisateur de H : |
sHi' ¢ H

Ny(G) = {x € G :Vhe H,xhx ! € H}.

Note. xh = hx <= xhx~! = h donc Zy(G) C Ny(G).



Définition <482)>

Soit S un partie de G, on note (S) le plus petit sous-groupe de G
contenant S. On I'appelle le sous-groupe engendré par S. Si (S) = G, on
dit que S est générateur. [~
Si § ={g}, on note plutét (g). Un groupe est monogene s'il es
engendré par un seul élément.

Résultat. (S) est I'intersection des sous-groupes de G contenant S,

c'est aussi | ts de la forme
1|92 at — <§> < [\ 117[
sisy’ -5t avect > 0,5, € S,a; = £1

L
&f/
[}

Proposition W AN H 50) 36
Soit g € G. Si g est d’ordre infini alors le groupe (g) est de cardinal

infini. Si g est d’ordre fini égal a n, alors le cardinal de (g) est n, plus
exactement

g)={g’=e,g,8° . ..,8""}

Définition
L'ordre d'un groupe G est le cardinal du groupe G. On note |G|.



* ¢4y 6) A di> 6,
Définition

Soient G; et Gy deux groupes. Une applicafion f : Gy¢/— G, est un

morphisme (de groupes) si, Vx,y € Gi, f(Xy) = f(x)f(y). Si, de plus, f
est bijective, on dit que f est un isomorphisme et on notUne
isomorphisme entre G et lui-méme est un automorphisme.
~1 -1
fe)=6. % )= ﬂx)

Remarque k"‘) /

L 'ensemble des automorphismes de G est un groupe pour la composition

dénoté Aut(G). Z/ZZ :/J’I—,-S <J|> - {(I_|§

Proposition
Soit f 1 Gi — G, un morphisme de groupes. Alors, les ensembles

Im(f) ={f(x) : x€ G} C GL image de f
Ker(f) = {x € Gy tel que f(x) = ez}é’g, noyau de f

sont des sous-groupes de G, et Gi resp. De plus, f est surjective ssi
Im(f) = Gy et injective ssi Ker(f) = {e1 }.



¢ oy Ko @
Partie génératrice de GL (k). /7 o €

Lo pyplotay, mxin daver bl % )
Matrices élémentaires E; ; = (0 partout sauf 1 en ligne i/, €ol ne/ﬁ )

(1)

Matrices de dilatations (-L

ln+)\Ei,i:diag(]—7"'al_l_)‘?'”?l) aVQ@ C\' O
% !

Matrices de transvections (

(\ ﬁ/ g
Théoreme /

L 'ensemble des matrices de dilatation et des matrices de transvection
engendre le groupe (multiplicatif) GL, (k).



Partie génératrice de O, (k)= Sgug _?rpur{_ As leﬂ'a, ﬂ%}su%
Full)

Matrice orthogonale. M*M = I, «~s M inversible et M—! = tM.
\

/
bawpe A< . Yiuhes g0 GF 4
Une Reflexion orthogonale est (la matrice d') une symétrie orthogonale
par rapport a un hyperplan.

Soit H hyperplan de k" (= s.e.v. de dim n — 1), tout v € k" se décompose
v:h—l—pavechEHeth_H(d'oUp:Ooung).Laxﬁiﬂ\exion vV {f,/”
correspondante est la fonction x — h — p. )—A \ \//'

H )

h v
Théoreme / ¥

L 'ensemble des réflexions orthogonales engendre le groupe (multiplicatif)
On(k) (qui est un sous-groupe de GL,(k)).




2. Quotients de groupe

Notation. Pour AC G et g € G. On pose gA = {ga: a € A} (idem
pour Ag). C'est un sous- ensemble de G. _g&LH 9&/
Définition

Soit H sous-groupe de G. Relation d’équivalence sur G y£ 2/
#‘"M

X ~HY SSi }XH )K er) yx_,g%.{

On note G/H I'ensemble quotlent ou ercoreénsemble des classes 3
gauche, c'est-a-dire G/H = {gH : g € G}.
=

. r
Remarques W )(q,,\uﬁwz e 5
» On définit de méme H\ G I'ensemble des classes a droites.

» Toutes les classes ont le méme cardinal qui est |'ordre de H.

» Une autre relation d'équivalence importante est x ~ y sidg € G
avec x = gyg ! qui donne les classes de conjugaison

é;&j\\ &c wc ';7/&/:;&0{6



Cé Bly Cebly
z l ')H/r_

Théoreme (Lagrange)
On a card(G/H) = card(H\G) im\ - card(G/H% @D f/y t/
En particulier, si |G| est fini, I'or oupe de G et de’tou

élément de G divise |G]|.
On appelle card(G/H) I'indice de H dans G.

Remarque. La réciproque en fausse en général : si d divise |'ordre de G, il
n'existe pas forcément d'élément ou de sous-groupe de G d’ordre d. (Cas

particulier : d premier, G cyclique). 3 Z L A P boee

[
g )Zé[f/m( M?

L'ensemble (Z/pZ)* des classes inversibles modulo p avec p premier est
un groupe multiplicatif d’ordre p — 1 et donc pour tout 3 € (Z/pZ)*, on
obtient 3P~! = 1, c'est-3-dire pour tout entier a non divisible par p

Application au petit théoreme de Fermat. ﬂ

=1 (mod p).

e,
por 10 T A e



Définition

”(HQCH cﬁyzg H ! SZ{)M} 5}"“)‘:"; V.

Ssultat. Le noyau d'un mofphisme est un sous-groupe distingué

Résultat. L'intersection de sous-groupes distingués est un sous-groupe
distingué |
- . 'H ZQ é }/
Y foipd /s A 9{‘4'“( Ae g d b
Théore N\,

% % m/ﬁ}é
Soit| H 3 G 3lors G/H avec /operatloi aH - bH = abB est un groupe et

I'app Stion de G — G /H définie par g — gH est un morph/sme '\
surjectif de noyau H. - §
Cebly o

De plus, si f : G — G’ est un morphisme alors on a

G /Ker(f) ~ Im(f) ( Théoreme de factorisation) ”’ C,y

gl @ Clulf) = 3L




Quelques applications du théoreme de factorisation ?@ &AQ/[!) : (@) :://4)

1.

2.

Reconnaitre les groupes suivants :
Sn/An,  On(R)/SOs(R), GLa(R)/SLa(R), R*/RY.

Démontrer les isomorphismes suivants :
R/Z~ S, R*/{+1}~RI, C*/S ~R}

avec S; = {z € C* : |z| = 1}, le cercle trigonométrique.

Sous-groupe caractéristique

Un sous-groupe H est caractéristique dans G s'il est stable par tout
automorphisme de G. On note alors H C G.

1.
2. Démontrerque HC KC G = HLC G.
3.
4

. Démontrer que le centre d'un groupe est toujours un sous-groupe

)

Montrer qu'un sous-groupe caractéristique dans G est distingué.

Démontrer que HC K< G = H<G.

caractéristique.

Soit ¢ 'application qui a x € G associe |'automorphisme intérieur iy défini
par : Vg € G, ix(g) = xgx~ . Montrer que ¢ est un morphisme de
groupes. Déterminer son noyau. En déduire |I'isomorphisme suivant :

G/Z(G) ~ Int(G).



Définition
Soient H, K sous-groupes de G avec H< G, G est produit semi-direct
(interne) de H par K si une des conditions équivalentes est vérifiée

@‘HHK: {e) etf :.IZK@ *{fégé'/ }gé'l'{lfélf( J,igf

@ Tout élément de g € G s'écrit de maniére unique g = hk avec
he Het ke K

a la surjection canonique k — kH g &/
= H X K. ~ H

Résultat. On a aussi G = KH et donc G = K x H.
?

Sion a aussi@n dit que c'est un produit direct. 'Le"\ KZ (%
-—

Dans ce cas, pour tout kK € K et h € H, on a kh = hk et I’application}-{l{_é
H x K — G définit par Uy G i

e:n iIsomorphisme. (:i)_ihk Lglﬁ) ’ [K;EI): /.KE ;ZZQ
it
& fl}vf'ét ;s $er - e A=y %J’Z}a]gké




3. Quelques groupes particuliers

Lemme %géé/ ;-=<ﬁ>

Soit G un groupe monogéne. Si G est infini alors G ~ 7, sinon G est
cyclique et G ~ Z /nZ avec n l'ordre de G. a) Mn’i»ou-c % brdae. A=

Proposition ‘} Z > & L iw% G 43 a.
Soit m € Z/nZ. L'ordre de m est n/l@GCD n) donc m lest générateur
ssi n et m sont premiers entre eux ssi m est lnversib/e modulo n

’ }Aﬂdah

Définition
L'ensemble des inversibles modulo n forme un groupe multiplicatif KL{%

(Z/nZ)* = {m tel que PGCD(m, n) = 1}

d'ordre ¢(n) (fonction indicatrice d'Euler).

Théoreme (Théoreme des restes chinois)

Soient n et m deux entiers > 1 et [prémiers entre eux,
iIsomorphismes naturels Z__’ zr ?U“ ) %{

X k
Z/nmZ ~ 7 /nZ x Z/mZ et (Z/an) (Z/nZ)* x (Z/mZ)*
—e

¢

N o [}



[ s (Z/m?”}‘é’ﬁ‘ <Z/ Z/

Nombres d'éléments d'ordre donné dans un grolpe cycllque

Soit G un groupe cyclique d'ordre n.
1.
2.

%J.w
Soit d > 1 un entier. Déterminer le nombre d'éléments d'ordre d dans G.

En déduire la formule > ¢o(d) = n.
d|n

Le but de cet exercice est de déterminer la structure du groupe Aut((Z/227)")
des automorphismes de (Z/227.)".

1.
2.

S

Déterminer |'ordre de (Z/227.).

Montrer que 7 est un générateur de (Z/227)*. En déduire que (Z/227)*
est cyclique.

En déduire tous les sous-groupes de (Z/227.)*.
Déterminer tous les générateurs de (Z/227)".
Déterminer tous les automorphismes de (Z/227)*.

Ecrire la table de multiplication de Aut((Z/22Z)*) et en déduire que
Aut((Z/227)") est isomorphe a Z/47.



Définition

Soit n > 1, on appelle groupe symétrique sur n lettres, I'ensemble

S, = Bij({1,--- n}). C'est un groupe pour la composition et son ordre
est nl=1x2x---xn.

Exemple
Les permutations peuvent s'écrire de deux manieéres essentiellement

g % (écriture sur deux lignes)

(1,4,5)(2,3)(6,8) prodmt de cycles disjoints)
T —

u <A 1)
Remarques (71‘{\'\) /g 1,4) 5 @q

» La multiplication se fait de droite a gauche (1,2)(2,3) = (1,2, 3)

"—
» On a(ai,az,...,as) = (a2, as,... as,al)—l‘”— 35,381, ...,35-1)
| R — ®¢ —_

Un cycle de longueur ¢ est un /-cycle et on appelle un 2-cycle une
transposition.

Résultat. Les transpositions engendrent S,,.



(9] s = 1,34)

Lemme
L 'ordre d'un {-cycle est £. L ordre d'une permutation écrit comme produit
de cycles disjoints est le PPCM des /ongueurs des cycles.

=7
=5 ¢
Proposition f h/ﬂh Z lg

Il existe un unique morphisme sign : S,, — {+1} non trivial. On I'appelle
la signature. Soit ¢ Un l-cycle, on a sign(c) = (—1)¢*L.

Une permutation 7 est paire si sign(m) = 1 et impaire si sign(mw) = —1.
Le groupe des permutations paires (= noyau de sign) est le groupe
alterné, noté A,. Son ordre est n!/2.

C'est le seul sous-groupe d'ordre n!/2 dans S,,.

Remarque

Un groupe G dont les seuls sous-groupes distingués sont {e} et lui-méme
est un groupe simple. Le plus petit groupe simple non abélien est As
d’ordre 60 et pour tout n > 5, le groupe A, est simple.

govpe spe L B P et



Soit n > 3. Le groupe diédral @ est le groupe des isométries du plan
qui fixe un polygone régulier/é n cotés.

C'est un groupe d’ordre@engendré par la rotation qui envoie un
sommet sur le sommet suivant et une des symétries axiales passant par
un des sommets.

De maniere abstraite, D», est le groupe engendré par o et 7 avec les

relations — il
= e7
=
Onaalors 4 L ’L’A@\%Lﬂgfl
» Pour tout entier i, To'Tt =o', [k ‘52'5“

=5 Pour tout entier /, I'élément 7o' est d’ordre 2.

7 r -1 -
7w e,o0,...,0 ~,T,TO,...,TO  [.
P w«U«L o Ak O Q z
dh X . Moo AR 21607
" L.3€<6/'5> el 54’



4. Actions de groupe

Définition

U lon du groupe G sur un ensemble X est la donnée d'un
m: G — Bij(X?(: groupe pour la composition).

En général, on écrit g - x plutét que ®(g)(x) pour g € G et x € X, d'ou

VXeX,e-X:X(et Vg, g e G,xe X, (gg') x=g (g x).
mm—— Y 4@_&
Définition 2 R X
Pour x € X, on pose &,z ) Ao 5%
» O(x)=Q,={g-x:g € G} est l'orbite de x.
» S(x) = G, ={g € G tel que g - x = x} est le stabilisateur de x

(sous-groupe de G) 46 Mighn o0 Yap5c

Le noyau de I'action est |'intersection des stabilisateurs. 5.%_‘%

On note X /G I'ensemble des orbites de X. — ;n’w}/ww- s g X
L'action est transitive s'il existe une seule orbite. )( (/

- \" _Q

[

A6

L'action est fidele si le noyau est trivial.



Lemme
Soit K le noyau de I'action alors K est distingué et G/K hérite d’'une

action fidéle sur X — -

3 é &/ K 6 A- D.x.
Théoreme (Cayley)
Soit G un groupe d’ordre n. Alors G est isomorphe a un sous-groupe
de S,.

Théoreme (Formules des classes)

Deux orbites sont ou bien égales, ou bien disjointes, et donc




Quelques résultats sur les p-groupes

Un p-groupe, avec p premier, est un groupe fini dont I'ordre est une
puissance (non triviale) de p.

1. Soit G un p-groupe. On montre que Z(G) n’est pas réduit a {e}.

1.1 Soit X un ensemble fini sur lequel G agit. On note X® I'ensemble
des points fixes de X sous cette action. Montrer que

card(X) = card(X®) (mod p).

1.2 Déterminer une action de G pour laquelle I'ensemble des points fixes
est Z(G), puis conclure.

2. Soit G un groupe fini. On suppose que G/Z(G) est un groupe
cyclique. Montrer que G est abélien.

En déduire la structure des groupes d'ordre p? avec p premier.



Sous-groupes d’'indice p avec p plus petit facteur premier de |G|

1. Soit H un sous-groupe d'indice 2 dans G. Montrer que H < G.

2. Soit G un groupe fini. Soit p le plus petit premier divisant |G]|.
Soit H sous-groupe d'indice p, on montre que H< G.
On considere I'action de G sur G/H par multiplication a gauche.
2.1 Montrer que cette action est transitive.
2.2 Soit K le noyau de I'action. Montrer que K C H.

2.3 Montrer que G /K est isomorphe a un sous-groupe de S,.

2.4 En déduire que H = K et le résultat.



&5)/ @)Xjéu;

Proposition (Lemme de Burnside)
Pour g € G, on pose X8 = {x € X tel que g-x = x}. On a

\
\Sﬂ,) o \G/- card(X/G) = iG] Z card(X®) _
\/O’f\ d = £
Mehhe 478, )< z:L oy
Probleme du collier de perles. z} ) ﬁ

1. Montrer qu’'avec 5 perles blanches et 3 perles noires, on ne peut
faire que 5 colliers différents de 8 perles.

2. Montrer que le nombre de bracelets de 5 perles qu'on peut faire en
utilisant des perles rouges, vertes ou bleues est 39.



5. Théoremes de Sylow

Théoreme
Soit G un groupe d’ordre n. Soit p un nombre premier. On écrit n = pr(m ,

avec p{ m. 721
: , 2
» || existe un sous-groupe P d’ordre p". On appelle un tel groupe, un
p-Sylow de G
» Soient P et Q deux p-Sylow, il existe g € G tel que Q = gPg !
(les p-Sylow sont conjugués deux a deux)

» Soit H un p-sous-groupe de G, alors H est contenu dans un p-Sylow

» Le nombre n, de p-Sylow vérifie/n, | mt n, =1 (mod p)

) ok -
Corollaire G; (]V\ o an %26% m‘[/: "p=t

Un groupe G d’ordre n posséde un élément d’ordre p si €t seulement si p
Vdivise n
Y\?(P Y‘-qf'- ) O Vl7 }I"ﬂ
Exemple 7
Soit G un groupe d'ordre pq averemiers. Alorset ng=1 > P
(mod g) d'ou ng = 1. |l suit qu'il existelin unique g-Sylow—& qui €T distingué.

"\

Soit P un p-Sylow,ona PN Q =eet G =PQ dou G ~7Z/pZ x Z/qZ.
NEY T



il v

Déterminer tous les groupes d'ordre 12 a isomorphisme pres.

14
Soit G un groupe d'ordre 12. Z ;(3
1. Déterminer les valeurs possibles pour n> et ns.
2. Montrer que G est abélien si et seulement si n, = n3 = 1.

2.1 On suppose que G est abélien. Montrer que G contient au moins un

élément d'ordre 6 ou 12.
2.2 En déduire la structure de G dans le cas abélien.

3. On suppose a présent que G n'est pas abélien.
Montrer que si n3 # 1, alors on a n, = 1.

4. On suppose que n3 = 4. On considere I'action de G sur les 3-Sylow par
conjugaison.

4.1 Montrer que le stabilisateur d'un 3-Sylow pour cette action est
lui-méme.

4.2 En déduire que |'action est fidele, puis que G ~ A;.
~~

5. On supdeonc n, = 3. Montrer qu'on a dans ce cas
— N
G_Z/H 4 K (f; gz/% W ZJ4Z) ou G ~ Z/3Z x (Z)2Z)>.

6. Wire.) Montrer Z/37 x (Z/27)* ~ Dxs.




