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§2.1 Equations différentielles — Premiers résultats

Définition
Une équation différentielle (résolue d'ordre 1) est une equation en la
fonction y de la forme —

yi(t) = f(@» tel (E)

oll | est un intervalle ouvert de R, U ouvert de R? (d > 1),
f:1x U— RY continue. f est le champ de vecteurs de (E).

Une solution de E est (y,J) avec J ouvert contenue dans /, y : J — R¢
dérivable avec, Vt € J, y(t) € U avec f(t,y(t)) = y'(t). La solution est
globale si | = J. La solution est maximale s'il n'existe pas de solution
(7,J) avec J C J et y(t) = y(t) pour tout t € J.

Si f(t,y(t)) = f(y(t)) alors I'équation est autonome

Théoreme
Toute solution se prolonge en une solution maximale (mais pas
nécessairement de maniére unique)



Réduction a |'ordre 1.

L 'équation différentielle d'ordre n

@’) = f(t,,v(w,y'(t),...,y("”),\je/ ] b= de

oft)
avec f : | x U™ — R est équivalente 3 'équation d'ordre 1 7, {(2 [
- '

ko '
Y'(t) = F(t, Y(t)), t €1 (4]

avec Y 2 valeurs dans (R9)" =2 R9" et

La solution y correspondant a la solution Y =




M)
Théoreme (équations linéaires d'ordre 1) M
On considére I'équation X 06!"3) - ﬁé’})g F
4
/() = a(t)y(t) + b(t), t e ) b

avec | intervalle ouvert, a, b : | — R continues. Soit ty € | et yy € R.
Alors a admet une unique primitive A qui s'annule en ty donnée par

A(t) = /t a(s) ds

to

L ‘équation homogepe y'(t) = a(t)y(t) admet une uhique solution globale
Véfl'fi&ﬂ;?(to)/Zf/ﬁdonnée par

—

L 'équation (E) admet une unique solution globale vérifiant|y(ty) = vo

donnée par |

t
y(t) = yo eV + / A=Al p(s) ds

B o




Equations différentielles linéaires du premier ordre

y'(t) = a(t)y(t) +f(t), tel (1)
ou [ est un intervallede R, a:l —- R et f : | — R sont deux fonctions

continues sur / données, et y : | — R est la fonction inconnue.

1. Soit tg € I, yo € R. Montrer que la fonction y définie sur [ par :

t t t
Vtel, y(t) = e’ )ds +/ els 7)o () ds (2)

to

est solution de (1) sur I et vérifie y(to) = yo.

2. Retrouver cette formule (formule de Duhamel) en utilisant la
méthode de variation de la constante.

3. Donner la solution maximale au probleme suivant




Théoreme (lemme de Gronwall)

Soient | intervalle, to € 1, a,b,c : | — R continues avec a positive telles
queVt e l, t > ty, on a y(t) < b(t) + ftz a(s)y(s) ds. Alors, on a

t
Vel ezt y(6) S b(0)+ [ bs)a(s)el 0% ds
to
Si, de plus, b(t) = b est une fonction constante, on a

Vtel, t>ty, y(t) < belod®®

Théoreme (lemme de Gronwall — Forme différentielle)

Soient | intervalle, ty € I, a, b, c : | — R continues avec y de classe C' et
Vtel,onay'(t) <b(t)+ a(t)y(t). Alors, on a

t £ t
Viel, t>ty, y(t)<y(to)elo*® +/ b(s) els W) du s

to



§2.2 Théorie de\Cauchy-Lipschitz

Définition
Soient [ intervalle ouvert de R, U ouvert de RY, f : | x U — R9. Une
probleme de Cauchy est une systeme d’'équations

y'(t) =f(t,y(t)) tel
y(t) =Y o— Cndd= wWhA,
ou tyg € I, yp € U sont fixés.

Une solution de ce probléeme est une fonction y : J — R9 avec J C /
ouvert contenant ty, y dérivable sur | et vérifiant le systeme.



Définition

f:1x U— RY est localement lipschitzienne par rapport 3 la variable
d'état si V(t,x) € I x U, il existe J C | ouvert contenant t, V C U
ouvert contenant x et L > 0 tels que

Vs e J,Vy,ze V, ||f(s,y) — f(s,z)|| < L|ly — z||
T -
he digt ppa Jy
Théoreme (Cauchy-Lipschitz)

Soient | intervalle ouvert de R, U ouvert de R?, f: 1 x U — RY.
Supposons que f est continue sur | x U et f localement lipschitzienne
par rapport a la variable d’état. Alors, pour tout (to, o) € | x U, le
probléme de Cauchy

@ ) {y<t)—f<ty(t>> tel

(t0) = ¥o

admet un/ution maximale définie sur un ouvert J C |.
En particulier, Tes hypothéses sont vérifiées SIF est de classe g

Résultat. Deux trajectoires distinctes ne peuvent pas se couper




Théoreme (Explosion en temps fini)

Soient | =]a, b[ ouvert et f : | x R? — R? vérifiant Cauchy-Lipschitz.
Soit y solution maximale de y'(t) = f(t, y(t)) définie sur 'ouvert |a, [.

Alors, on a jdj/z-é :(@é[

> Si B3 < b, alors lim |ly(t)]| = +o0

t—>BJ
» Sia<a,alors lim ||y(t)|| = +o0
t—at
Résultat. S@ alors les solutions maximales sor@

Corollaire
Supposons f : | x RY — RY continue et globalement lipschitzienné par
rapport a la variable d'état, c’est-a-dire il"exi f continue telle

queVt € l,Vx,y € RY ona | f(t,x) — f(t,y)

< k(1) ||Ix - T

Alors la solution maximale est globale. ~



Exercice.
On considere le probleme de Cauchy suivant :

{y’(t) =VI(@®)], teR
y(0) =0.

1. Construire une solution non nulle.

2. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz s'applique-t-il ici ? Pourquoi ?

Exercice.
On considere le probleme de Cauchy suivant

y%ﬂZ—éyUY+%yax t>0
y(1) = 4.

1. Montrer que ce probleme admet une unique solution maximale y : J — R
définie sur un intervalle ouvert J.

2. Montrer que, pour tout t € J, y(t) # 0.

3. On définit z: J — R par z(t) = 1/y(t). Montrer que z est solution sur J
de I'équation différentielle

2 1
Z'(t) = —?z(t) +o t> 0.
4. Déterminer |I'ensemble des solutions maximales de |'équation précédente.

5. En déduire l'intervalle J et une expression explicite pour la solution y.



Exercice.
Soit f : R — R une fonction de classe C'. On suppose que, pour tout x € R*,
xf(x) < 0. Soit yp > 0. On consideére le probleme de Cauchy suivant

{y’u) =f(y(t)), teR
)/(0) = Yo.

1. Montrer que ce probleme admet une unique solution maximale y : J — R
définie sur un intervalle ouvert J.

2. Montrer que la fonction t — y(t)? est décroissante sur J.

3. En déduire que I'intervalle J contient [0; +o00o| et qu'il existe £ > 0 tel que
lim y(t)* =/

t—+o0
4. On veut montrer que “T y(t) = 0. On suppose par I'absurde que ¢ > 0.
t——+o0

4.1 Montrer que, pour tout t > 0, y(t) > 0 et que tlim y(t) = V2.
— o0
4.2 En déduire que y'(t) admet une limite quand t — +00 puis que

f(vV£) = 0.

4.3 Conclure.

5. On suppose de plus qu'il existe o > 0O tel que, pour tout x € R,
xf(x) < —ax®. Montrer que, pour tout t > 0, y(t) < yoe™ °'.



