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§1. Dualité

Notations. E espace-vectoriel de dimension n sur K (= Q, R ou C).

Une forme linéaire est application linéaire f : E - K € trde d‘z"f

L'ensemble d@E* = L(E,K) est le dual de E, c'est un
K-ev de dimension ; ¢ /t

*If tag: 4
Résultats. 5 2 e = M
» Une forme linéaire est(fnulle)o@ "”rﬂhzf

» Le noyau d'une forme Ilnealre est un hyperplan (dim. n — 1) &t Ia® 00-0

réciproque est aussi vraie.
Prog mm ndle
» Deux formes linéaires de méme noyau sont proportionnelles.

Dy e 2 (/) Warf 2 ¥or g = A #o, fy
AeK



Soit (e1,...,€,) une base de E. Les applications e,..., e : E - K
telles que, Vx € E,

E,;'\'/ x‘lj ) = &f@

-+ e (x)en N
= F O
sont des formes lifiéaires. La famille (ef, ..., e}) est une base de E* u/ﬁj
appelée la base duale de (eq, ..., ep).
EM) Al bfog @59‘
Théoreme
Soit i € {1,..],n}. Alors, eF est I'unique élément de E* tel que, pour [ h
tout j, on a ”
) 1 sii=] 2 ( ) )
ei(e) = 6ij = o <
0 sii##]. 7 ( )
. €2 Okl Loty e 108 ( X
Théoreme
Soit (f1,...,f,) une base de E*. Il existe une unique base (e, ..., e,) de
E avec f; = e, Vi..On l'appelle la base antéduale de la base (fi, ..., f,).
(/_/

C_/V”Fﬁpf)(
| 3 t %
Exercice. Calculer la base duale de la base de R* : (1,1,1), (1,0,—1), (0,1,1).



§2. Formes bilinéaires et formes quadratiques

Forme bilinéaire : application ¢ : E x E linéaire par rapport a
chaque variable. L'ensemble des formes bilin€aires est un espace vectoriel

de dimension n?. sb JDL )\255‘0{1}{ 41> 43/7,2) Yite bren

Sur B=(e1,...,en), base de E, on écrit x =) . xj €, et y =) . yiei.
On a —

n n /_39
}ﬂw’ X,y))= xiyj p(ei, ) F XTAY
I L R 3U

aved A 7 (¢(ei, ) € M,(K), matrice représentant ¢ sur la basg B,/
= y
) (resp. Y = ( 1)) le vecteur représentant x (resp. y) sur la

Xn Yn

base. B (57'(&2 B; [’f,jy

Soit B’ une autre base E, la matrice A" de ¢ sur la base B’ vérifig!/ /
R
A = P'AP ?3 Ay d
o .l.
avec P la matrice de changement'de base de B a B5'. (‘V\l eh
Remarque. P = Makmepn{dd). (Attention. notation!) ’
Gz 4+ bty

Vgla o (5]
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Soit qb une forme bilinéaire(fbs), c'est-a-dire Vx, y, ‘:;/4
= ¢(y,x) <= lamatrice de ¢ (dans toute base) est symétrique.
% ussi p055|ble forme bilinéair¢ alternée pul anti- symetnqu

k,x)=o ¢ = x,y].,,eb[/vjo)

our x,y € E, on dit x et y orthogonaux, note x Ly y,si ¢(x,y)
Si x L x, on dit x isotrope. L)

5 ol i

Pour S C E, o-?: ose St¢ ={x € E|Vy €S, ¢(x,y) =0} . Clest

toujours un sev de E. En fait, pour S+ = Vec(S)". L S‘L-' ) 9,1
L.Cﬂ.r Opbdnt pi S | '_'gé.s

On note Kercb E-—¢, noyau de ¢. Le rang de ¢ est dim E — dimKer ¢.

/
'V/g €t (P[])f))-'ﬂ T s (f‘l "'vj‘h) W“k’”

Lemme A
Soit A matrice de ¢ dans une base, alors Ker ¢ = Ker A. 'F \ nfl

= (1 {i

. lngp =g =

Théoreme
Pour F sev de E, on a dim E = dim F +dim F+ —dim(E- N F).
Si E+ = {0} (non dégénérée) alors F ® F+ = E.

e L . .
Lb Elﬂqfr/{b{ A E‘—/XJM(J'A?MF; ’ &WEKMF*W#
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Q_zg—mlé 3‘1‘?

Exercice.
Soit la forme bilinéaire ¢ de R3 définie sur la base canonique par :

d(x,y) = x1y1 + xoy2 + 3x3y3 + 6x1y3 + 2x0y1 — 3x2)3 + 3x3y1 + X3¥%2.

@ Calculer ¢(z, w) avec z = (2, —1, Ofet w = (5, 15, 1f

2. Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique. Calculer Ker ¢, puis
son rang. ¢

3. Ecrire la matrice de ¢ dans la base (vi,vs,v3) ou vy = (1,1,1),
Vo — (0, 1, ].),k V3 — (O, 0, 1){

4. Calculer I'orthogonal vit.



Vocabulaire. Soit ¢ une fbs. On définit son rang par dim E — dim Ker ¢.
On dit que ¢ est

» positive si Vx € E, gb@%’)‘)ZO (K=Q ou R).
» négative si Vx € E, ¢(x,x) <0 (K=Q ouR).
> définie si ¢p(x,x) =0 & x =0.

» non dégénérée si Ker ¢ = {0} (et dégénérée sinon).
r//(#”“’ oy
Lemme Swﬁ"”‘"‘) )

Si ¢ est un fbs définie al t dégénérée.
I ¢ est un fbs définie alors ¢ est non dégénérée 47, MZ&' m/ 254

Exercice. Soit E = R?. Montrer que d,rw‘\; -Fg, Sb/)(} ﬂ):d
P(x,y) = x1y1 — xa)2 6}» M’f&vﬁl}
est une fbs non dégénérée et non définie. (b(){,l);ﬂ /184 ,{7}”

Cgh[@@/w\



Forme quadratique. Application de g : E — K telle qu'il existe une forme
bilinéaire ¢ sur E avec q(x) = ¢(x, x) pour tout x € E. Sous forme
matricielle, on a

__yt / g
z szg [tx, ZX) q(x) = X" AX. CL w'elr pao boo i
Théor[\eme (7&':- Y CPOCIX) U q[x} JM > MZ&)

Soit q forme quadratique, alors il existe une unique fbs ¢ telle que, pour
tout x € E, g(x) = ¢(x, x). On I'appelle la forme polaire de q.

Pourtousx,yEqu,(on;? 1(( e et )) (/M-[L!/’)
x,y) = 5(a(x y—X—y-/

De plus, 'application g — ¢ est un isomorphisme de K-ev c l'ev des
formes quadratiques est isomorphe a |'ev des matrices symétriques n X n.

Forme polyndmiale. L'expression g(x) est un polyn6me quadratique homogene
en les xi,...,X,. On peut déduire |'expression de ¢(x,y) (comme polynéme
linéaire homogene en les xi, ..., Xn, y1,---,Yn) par (t [

2 1 1 . .
ax;i ~ axiy; Jet [axix; ~ saxiy; + zaxyi (I # Jj)
~—

4(x)

g
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Vocabulaire. Une formeéadratique hérite de la terminologie de la fbs
associée : rang, positive, négative, dégénérée, noyau, orthogonalité, etc.

Attention. Ker g = Ker ¢ et non C(q) = {x € E | q(x) = 0}, le cone
isotrope. Il contient Ker g (en général, strictement). A n

Orthogonallte Xlgy <= xlyy <= qg(x+y)=4¢

RédUCtlj desa ﬂb["ﬂ’%) Z'*B) gb[%l )

ormes quadratiques. Soient g forme qua
base. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La base B est g-orthogonale,

2. La matrice de g dans B est diagonale

avec (fi,...,f,) base de E*.

\

éoréme. Une telle base existe toujours.



, ol L= N
B . ‘%,Mmm ot o [él”z e gonele
S § 3202 hice Ao § 1 (o1 )

Réduction de Gauss. dldb @ )

Réduire leg formes quadratiques guivantes O ‘\M
>

q(x) = X12 — 2Xx1 X0 + 4x1X3 — 2X1Xa + 5><22 — 8Xxox3+

14x5x4 + 5X32 — 8x3X4 + 10Xf.

[/
>

& CI(X) = X1X2 + 2x1X3 — X1Xa + Xox3 + 3x2X4 + 9X3X3.

AL
M-CL 7 ( '\br
o oo 1o g
-‘0
~



Definition. deux formes quadratiques g et g’ sont congruentes s'il existe
des bases dans lesquelles elles la méme matrice. C\est une relation

d'équivalence. 4
dim.. n C ’ y di=b
Classification sur C. ' fv( _ 3'(809 dq,;tp
Deux formes quadratiques complexes sont congryentes ssi eltes ont le
5 e e sl
Classification sur R. 6{)
- = =% ot 74 L

Théoreme (Loi d'inertie de Sylvester)

Soit q forme quadratique sur R. Il existe un couple d’entiers (s t) appelé
la signature de q, tel que, dans toute base orthogona/e (el, ...€n) pour q,

on a ?WE- 7MK“ —ﬂ"p”’ 1\3
> s=liale) > 00 5 gt Ved (& qldeo ,\ 'g{;
> t =#{i:q(e) <0} _,__76, o

De plus s + t est le rang de q et donc dimKer q = #{i : q(e;) = 0}0

Corollaire. Deux formes quadratiques réelles sont congruentes ssi elles ont

la méme signature. + ~



§3. Espaces euclidiens, espaces hermitiens fﬁ)—.: (g/z)

K =R (espaces eu%ou C (espaces hermitiens) ~ Hx)
/| €

Une application (-, ) : E x E — K est produit scalaire (resp. hermitien) si
elle est linéaire a gauche, définie positive et vy
g P ~ Jore frheltpe mno0e 4

(x, Ay) = A(x, y), ¥, x) = (x,y). 7/”) > ”,
—eR - 5 Xy
On en déduit I'existence d'une norme : ||x|| = 1/(x, x) : (?&) gﬂ)
» ||x|| =0 si et seulement si x =0, k/\\ é)&
» |[Ax|| = |\| - ||x|| pour tous x € E, X € K, 7 ] O !
> |Ix 4+ y|| < |Ix|| + [|y]| pour tout x,y € E. 7[}/ l)‘ //I/ f/l/

[

2 Théoreme (Inégalité de Cauchy-Schwarz) > =) W-

Pour tous x,y € E, on a Vv
[l < Iyl | ™ ylee

De plus, on a égalité si et seulement si x et y sont co/inéairﬂ

N\




Proposition ; / ;

Soit F sev de E, alors E = F @ F+. En particulier, tout x € E s’écrit de
maniére unique x =y +z avecy € F et z € F. Le vecteur y est le
projeté orthogonal de x sur F.

Théoreme (Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt)
Soit (a1, ...,an) une base.de E-Pouri=1,...,n, on pose ”&”

o
|
L
|
ML
-
T
<h
L
~~—
<h

— |

Alors lémn) es orthogona/e[

orthonormee. Ne plus, pour I < K

-

—

na

Vec(ay,...,ak) = Vec(f,...,fx) = Vec(ey, ..., ek).

FoL

ée de F. Alors le projeté orthogonale

Corollaire
Soit (uy, ..., u;) une base orthon
de x sur F est




L'application linéaire E — F qui envoie x sur son projeté orthogonal
pr(x) est appelé un projecteur orthogonal.

Probleme de minimalisation. Soit x € E, il existe un unique point
y € F tel que la distance |[[x — y|| est minimale, c’est le projeté

orthogonal pe(x) sur F. Up pitiober- B o pe

Calcul du projecteur orthogonal. Soit 5 une base orthonormée de E et
soit (u1, ..., Us) une base orthonormée de F. Soient Uy, ..., Us les
vecteurs colonnes des coordonnées de uq, ..., us dans la base 5. Alors la

matrice de pr dans la base B est 'ﬂ ;:J/
i‘ : b ﬂb Z Ui U % e
U(, u() D Swmén = an”

Réciproquement, une matrice M telle que M est symétrique et M? = M
est un projecteur orthogonal. —_

b Yor (N-54)




¢ —2
Diagonalisation des@domorphism}mrmaux. /'L E\ 5«*"4:-"’5

e

Soient E et F deux espaces euclidiens / hermitiens de dim. finie. Pour
ue L(E,F), il existe un unique u* € L(F, E), appelé adjoint de u, tels
que Vxe E;y e F

(u(x),y)F = (x, u"(y))E-

. R . —t .
La matrice A* de u* (apres choix de bases) est A* = A avec A matrice
de u.

. A% A{’
Une matrice A est /'? =
» hermitienne ou auto-adjointe si A = A* (= symétrique, cas réel).
> unitaire (complexe) ou orthogonale (réel) si A=1 = A*

» (dans le cas carré) normale si AA* = A*A.

Remarque. Une matrice unitaire / orthogonale est une matrice de
changement de bases entre deux bases orthonormées.



& 1 >¢ K=&

ﬁhéor‘eme (Théoreme spectral) 2

Soit A € M,(K) dont le polynéme est scindé dans K. Alors la matrice A
est normale ssi elle est diagonalisable dans une base orthonormale ssi il

existe une matricel unizaire U telle que U=1 AU est diagonale.
En particulier, uné matfice réelle symétrique est diagonalisable dm

base orthonormale.

Et, dans le cas complexe, A est hermitienne ssi ses valeurs propres sont

réelles et elle est diagonalisable dans une base orthonormale.
—~

Corollaire

Soit A € M,(K) matrice symétrique / hermitienne. Alors A est positive
(resp. définie positive) ssi ses valeurs propres sont positives
(resp. strictement positives).



Exercice. Soit (ei, ..., e,) une famille d'éléments de vecteur de E, espace
euclidien de dimension finie, tous de norme 1. Montrez qu’on a, pour tout

n
x € E, ) 5
IxI* =D {x @),
i=1
si et seulement si (ei,...,en) est une base orthonormée de E.
: 1
Exercice. Calculer . > >
inf (x® —ax — b)" dx
a,beR 0
Exercice.

1. Montrer que toute matrice A € M,(RR) s'écrit de maniére unique comme
somme d'une matrice symétrique et d'une antisymétrique.

2. Montrer que max||=1(x, Ax) est égal a la plus grande valeur propre de sa
partie symétrique.

3. Maximiser la quantité aja» + a»as + azas + asza; avec les contraintes

a,...,as € R,
a4+ +a;=1



Groupe orthogonal / Groupe unitaire

Isométrie. u € L(E, F) avec ||u(x)||r = ||x||g pour tout x € E

Proposition

ue L(E,F). Les conditions suivantes sont équivalentes a u isométrie :
> Vx,y € E, (u(x), u(y))r = <X,y>z
» u transforme une base orthonormée en une base orthonormée

a matrice A de u dans une base orthonormée vérifie AtA = 1d,
atrice orthogonale, pour le cas euclidien et A*A = 1d , matrice

unitaire, pour le cas hermitien. A,( A _ i_ L

Remarque. Les endomorphismes / matrices orthogonaux (resp. unitaires)

forment un groupe appelé groupe orthogonal (resp. unitaire). é{.dw% H%

Théoreme D
~ Soit u endomorphisme orthogonal (cas euclidien). Il existe une base ¢
orthonormée dans laquelle la matrice de u est diagonale par blocs avec
soit +1, soit des rotations du plan (bloc 2 x 2) sur la diagonale.



Racine carrée et décomposition polaire

On considere C" muni du produit scalaire hermitien canonique.

1. Racine carrée. Soit A € M,(C) une matrice hermitienne et définie
positive, c'est-a-dire que pour tout x € C" non nul, on a (x, Ax) > 0.
Montrer qu'il existe une unique matrice hermitienne et définie positive H
telle que A = H?. On dit que H est la racine carrée positive de A.

2. Décomposition polaire. Soit M € GL,(C) une matrice inversible.

2.1 Justifier que M*M est hermitienne et définie positive. On note H sa
racine carrée positive.

2.2 On pose U = MH™!. Montrer que U est une matrice unitaire.
2.3 En déduire que M s'écrit de maniere unique sous la forme M = HU
avec U unitaire et H hermitienne définie positive.

an (- 70 v



34. Décompositions

Soit A € M,(R). On dit que A@ une décomposition LU s'il existe
une matrice triangulaire inférieure L et une matrice triangulaire

supérieure U avec des 1 sur la diagonale telles que A= LU. d’j‘"—é/
Ane.

al— -_—r

Théoreme / bd w5 o
Supposons A inversible. Alors il existe une matrice d@m_n@
telle que PA admet une{ unique Hécomposition LU.

Si A est symétrique définie positive, alors A admet un@
décomposition LU.

Utilisations. résolution de systemes linéaires avec membres de droite
différents, inversion de matrices, calculs de déterminants, etc.

Syat
Méthode. On fait un pivot de Gauss pour mettre sous forme triangulaire
supérieure (en mettant le pivot égal a 1 a chaque fois). Les transformations
effectuées donnent la matrice L. Si un pivot est nul, on échange les lignes pour
avoir un pivot non nul (ce qui donne P). Colit cubique.

—



Théoreme
Soit matrice A symétriqj€ et définie positive. Il existe une unique matrice

triangulaire inférieure §f” avec des coefficients diagonaux strictement
positifs telles que A = LL'. C'est la décomposition de Cholesky.

Exercice. Soit A la matrice

4
(12, %) (3 17O

(L, Yty i) | b/ [

/I.%f.’fl) —N L-.—: /Iﬁ\l\qal‘



N b ! P
| [ZJU
Une matrice A admet une décomposition QU (ou S'1l existe une
matrice orthogonale @ et une matrice triangulaire supérieure U telles que

A= QU.

Particulierement utile quand A est rectangle pour calculer le
pseudo-inverse de A :

v
AX =Y < UX="QY IA

QUIY o RPX=q"Y

Méthode. On fait la méthode de Gramm-Schmidt sur les colonnes a; de

A. La base orthonormée (e;) obtenue donne la matrice Q. La matrice R a

pour entrées (e;, a;) pour i < j (et zéro ailleurs). I
v/

Remarques. La méthode est plus couteuse que la méthode LU et
susceptible aux problemes d'arrondis dans Gramm-Schmidt.

C'est la base de
valeurs propres.



| =% O . © O
U.: o | - |- [‘1 ho
Exercice. O O | 0 - L[/3

» Calculer la décomposition LU de la matrice suivante

2 -1 0
A=1|-1 2 -1
0O -1 2

» Calculer la décomposition QU de la matrice suivante

— & ¢
12 —b1 4
A= (6 167 68)
4 24 -4
So 68 -5% Y 2 -l
Q,,L 15 19 6 Uzl o 1Bs

’I?S Sp 0 165 O 0 35



Lemme

Soit A un matrice (non nécessairement carrée). Alors, la matrice A*A est
hermitienne positive. En particulier, ses valeurs propres sont des réels
positifs. On appelle valeurs singulieres de A les racines carrées des valeurs

propres de A*A. o -

—_/\/

Remarque. si A est déja hermitienne, on obtient lgg4mediles de ses

valeurs propres. & g | ﬁ

Décomposition en valeurs singulieres. Supposons que A € M, ,(K)
admette r valeurs singulieres non nulles p1 < po < --- < . Alors, |l
existe deux matrices unitaires U € M,(K) et V € M,,(K) telles que

p] ‘o,
A= VDU" avec D = (D 0 nn ) € M n(K)

- - v
. - ~—"
avec D = diag(p1, .-, fir).

e



§5. Normes matricielles

Rappel. Puisque M, ,(K) est un K-ev de dimension finie, toutes les

normes sur Mm,n(K) sont équivalentes. I}t\ A[/ }6!
= / //A//
On dit qu'une norme || - || su@est une norme matricielle si

—

VA, B € Ma(K), [IAB| < ||A] IIB]l. </¢L)[
ul’

Pour A = (a; ;) € M,(K), la norme de Frobenius définie par

1/2 _ 14!
Al = (2\3,1\2) : = kb wbb's..

est une norme matricielle. C'est une conséquence de Cauchy-Schwarz.

La norme || - ||oo définie par ||A||c = max; j|aj | n'est pas une norme
matricielle.

"\ gorca,



Pour || - || une norme fixée de K", la norme subordonnée est la norme |||-||
de M,(K) définie par

Ax
A= sup I gp Ak = sup |1Ax].
xeknx20 |IX][ =1 Il <1

. Proposition ¥/ M"//;:"J—;

Soit une norme || - || de K", on a
1. VA € M,(K), Vx € K" : |[|Ax|| < [|All]Ix]]- oL
2. VA € M,(K), il existe x € K" avec ||A||| = ||Ax|| et ||x]| < 1.
3. ||1a]] = 1.

4. La norme subordonnée |||-|| est une norme matricielle.
————

Remarque. Puisque ||1,||f # 1, la norme de Frobenius n’est pas une
norme subordonnée.



U wdade I U”l& | L

II/ll, la norme subordonnée associée a la norme euclidienne sur K".
L 4

ropriétés.

1. VA € M,(K), ||A|l, = llA*|l, = plus grande valeur singuliere de A.

2. YA, U € M,(K) avec U unitaire, ||AU||, = || UA]||, = ||A
% (K) C Ll AU, = [[UAIll, = [IIAlll,-

* 3. En particulier, si A uprrare; H\A]Hz = p(A avec p(A) = max. des
L modules des valeurs propres—de—A-estte fayon spectral de A.

o AN _AMA A\/r u”a:a:o W5
Théoreme
Pour toute norme matricielle || - || sur M,(C), on a

Av’ [A v
2 1) 214

. Alors, pour tout € > 0, // eXIste une
2(C) telle que

L C/'l > |A][ae < p(A) +e.

VA € Ma(C), D(A) < ||A]

f/Re’ciproquement, soit A € M,(
norme matricielle || - ||a.c sur




La suite (Ax)x de M,(K) tend vers A sion a ||[A— A|| — 0.

Théoreme
Soit A € M,(C). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. limg Ak =0,

2. Vx € C", lim, Akx = 0,

3. p(A) <1,

4. Il existe une norme matricielle || - || pour laquelle ||A|| < 1.

Remarque. Soit ) |, akzx une série entiére de rayon de convergence R, on en
déduit que la méme série converge pour une matrice A avec p(A) < R. Cela
permet de construire I'analogue des fonctions classiques exp, cos, sin...

Théoreme
Soit A € M,(C) et soit || - || une norme matricielle. On a

im [|4¥/% = p(A).



Norme et inversibilité.

Soit A € GL,(K). On note || - || une norme sur K" et |||-||| la norme
subordonnée associée.

1. Montrer que pour tout x € K", on a ||Ax|| > |||L’\)i‘lH|

2. Soit E € M,(K) une matrice telle que |||E|| < m. Montrer que

pour tout x € K", on a

1
Vs Bl > (aber — IE) e

En déduire que A + E est inversible.

Comment s'énonce le résultat qu'on vient de montrer si A= 1,7



