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Algebre linéaire et bilinéaire, Analyse matricielle

Dualité

Formes bilinéaires et formes quadratiques
Espaces euclidiens, espaces hermitiens
Décompositions

Normes matricielles



§1. Dualité

Notations. E espace-vectoriel de dimension n sur K (= Q, R ou C).

Une forme linéaire est application linéaire f : E - K € trde d‘z"f

L'ensemble d@E* = L(E,K) est le dual de E, c'est un
K-ev de dimension ; ¢ /t

*If tag: 4
Résultats. 5 2 e = M
» Une forme linéaire est(fnulle)o@ "”rﬂhzf

» Le noyau d'une forme Ilnealre est un hyperplan (dim. n — 1) &t Ia® 00-0

réciproque est aussi vraie.
Prog mm ndle
» Deux formes linéaires de méme noyau sont proportionnelles.

Dy e 2 (/1) Warf 2 ¥or g = A #o, fy
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Soit (e1,...,€,) une base de E. Les applications e,..., e : E - K
telles que, Vx € E,

E,;'\'/ x‘lj ) = &f@

-+ e (x)en N
= F O
sont des formes lifiéaires. La famille (ef, ..., e}) est une base de E* u/ﬁj
appelée la base duale de (eq, ..., ep).
EM) Al bfog @59‘
Théoreme
Soit i € {1,..],n}. Alors, eF est I'unique élément de E* tel que, pour [ h
tout j, on a ”
) 1 sii=] 2 ( ) )
ei(e) = 6ij = o <
0 sii##]. 7 ( )
. €2 Okl Loty e 108 ( X
Théoreme
Soit (f1,...,f,) une base de E*. Il existe une unique base (e, ..., e,) de
E avec f; = e}, Vi..On l'appelle la base antéduale de la base (fi, ..., f,).
(/_/

C_/V”Fﬁpf)(
| 3 t %
Exercice. Calculer la base duale de la base de R* : (1,1,1), (1,0,—1), (0,1,1).



§2. Formes bilinéaires et formes quadratiques

Forme bilinéaire : application ¢ : E x E linéaire par rapport a
chaque variable. L'ensemble des formes bilin€aires est un espace vectoriel

de dimension n?. sb JDL )\255‘0{1}{ 41> 43/7,2) Yite bren

Sur B=(e1,...,en), base de E, on écrit x =) . x; €, et y =) . yiei.
On a —

n n /_39
}ﬂw’ X,y))= xiyj p(ei, ) F XTAY
T L R 3U

aved A 7 (o(ei, ) € M,(K), matrice représentant ¢ sur la basg B,/
= y
) (resp. Y = ( 1)) le vecteur représentant x (resp. y) sur la

Xn Yn

base. B (57'(&2 B; [’f,jy

Soit B’ une autre base E, la matrice A" de ¢ sur la base B’ vérifig/ /
R
A = P'AP ?3 Ay d
P .l.
avec P la matrice de changement'de base de B a 5. (‘V\l eh
Remarque. P = Makmepn{dd). (Attention. notation!) ’
Gz 4+ bty
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Soit qb une forme bilinéaire(fbs), c'est-a-dire Vx, y, ‘:;/4
= ¢(y,x) <= lamatrice de ¢ (dans toute base) est symétrique.
% ussi p055|ble forme bilinéair¢ alternée pul anti- symetnqu

k,x)=o ¢ = x,y].,,eb[/vjo)

our x,y € E, on dit x et y orthogonaux, note x Ly y,si ¢(x,y)
Si x L x, on dit x isotrope. L)

5 par gt &

Pour S C E, o-?: ose St¢ ={x € E|Vy €S, ¢(x,y) =0} . Clest

toujours un sev de E. En fait, pour S+ = Vec(S)". L S‘L-' ) 9,1
L.Cﬂ.r Opbdnt pi S | '_'gé.s

On note Kercb E-—¢, noyau de ¢. Le rang de ¢ est dim E — dimKer ¢.

/
'V/g €t (P[])f))-'ﬂ T s (f‘l "'vj‘h) W“k’”

Lemme A
Soit A matrice de ¢ dans une base, alors Ker ¢ = Ker A. 'F \ nfl

= (1 fi

. lngp =g =

Théoreme
Pour F sev de E, on a dim E = dim F +dim F+ —dim(E+- N F).
Si E+ = {0} (non dégénérée) alors F ® F+ = E.

e L . .
Lb Elﬂqfr/{b{ A E‘—/XJM(J'A?MF; ’ &WEKMF*W#
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Exercice.
Soit la forme bilinéaire ¢ de R3 définie sur la base canonique par :

d(x,y) = x1y1 + xoy2 + 3x3y3 + 6x1y3 + 2x01 — 3x2)3 + 3x3y1 + X3¥%2.

@ Calculer ¢(z, w) avec z = (2, —1, Ofet w = (5, 15, 1f

2. Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique. Calculer Ker ¢, puis
son rang. ¢

3. Ecrire la matrice de ¢ dans la base (vi,vs,v3) ou vy = (1,1,1),
Vo — (0, 1, ].),k V3 — (O, 0, 1){

4. Calculer I'orthogonal vi'.



Vocabulaire. Soit ¢ une fbs. On définit son rang par dim E — dim Ker ¢.
On dit que ¢ est

» positive si Vx € E, gb@%’)‘)ZO (K=Q ou R).
» négative si Vx € E, ¢(x,x) <0 (K=Q ouR).
> définie si ¢p(x,x) =0 & x =0.

» non dégénérée si Ker ¢ = {0} (et dégénérée sinon).

Lemme Swﬁ"””"‘) 4> W/

Si ¢ est un fbs définie al t dégénérée.
I ¢ est un fbs définie alors ¢ est non dégénérée 47, MZ&' m/ 254

Exercice. Soit E = R?. Montrer que d,rw‘\; -Fg, Sb/)(} ﬂ):d
P(x,y) = x1y1 — xa)2 6}» M’f&vﬁl}
est une fbs non dégénérée et non définie. (b(){,l);ﬂ /18¢/ ,{7}”
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Forme quadratique. Application de g : E — K telle qu'il existe une forme
bilinéaire ¢ sur E avec q(x) = ¢(x, x) pour tout x € E. Sous forme
matricielle, on a

__yt / g
z szg [tx, ZX) q(x) = X" AX. CL w'elr pao boo
Théor[\eme (7&':- Y CPOCIX) U q[x} JM > MZ&)

Soit q forme quadratique, alors il existe une unique fbs ¢ telle que, pour
tout x € E, g(x) = ¢(x, x). On I'appelle la forme polaire de q.

Pourtousx,yEqu,(on;? 1(( e et )) (/M-[L!/’)
x,y) = 5(a(x y—X—y-/

De plus, 'application g — ¢ est un isomorphisme de K-ev c l'ev des
formes quadratiques est isomorphe a |'ev des matrices symétriques n X n.

Forme polyndmiale. L'expression g(x) est un polyn6me quadratique homogene
en les xi,...,x,. On peut déduire |'expression de ¢(x,y) (comme polynéme
linéaire homogene en les xi, ..., Xn, y1,---,Yn) par (t [

2 1 1 . .
axi ~ axiy; Jet [axix; ~ saxiy; + zaxyi | (I # J)
~—
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Vocabulaire. Une formeéadratique hérite de la terminologie de la fbs
associée : rang, positive, négative, dégénérée, noyau, orthogonalité, etc.

Attention. Ker g = Ker ¢ et non C(q) = {x € E | q(x) = 0}, le cone
isotrope. Il contient Ker g (en général, strictement). A n

Orthogonallte Xlgy <= x1lyy <= q(x—|—y — &

RédUCtlj desa ﬂb["ﬂ’%) Z'*B) Qb[% )

ormes quadratiques. Soient g forme quadra e et B une
base. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La base B est g-orthogonale,

2. La matrice de g dans B est diagonale, W“M’C‘C?‘ ‘&MW

avec (fi,...,f,) base de E*.
£y
I Ce) /'“)6“) burk b

Théoreme. Une telle base existe toujours.
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Réduction de Gauss.

Réduire les formes quadratiques suivantes :
>
[ q(x) = X12 — 2Xx1 X0 + 4x1X3 — 2X1Xa + 5><22 — 8Xxox3+
14x5x4 + 5X32 — 8x3X4 + 10Xf.

>
\ CI(X) = X1X2 + 2x1X3 — X1Xa + Xox3 + 3x2X4 + 9X3X3.



