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Question de cours. Démontrer que si L : E → F est une application linéaire continue entre deux
espaces vectoriels normés (E, ∥ · ∥E) et (F, ∥ · ∥F ), alors

∃C ≥ 0: ∀x ∈ E, ∥L(x)∥F ≤ C∥x∥E.

Exercice 1. Soit d la distance usuelle sur R et soit d1 l’application de R × R dans R qui à (x, y) associe
| arctan(x)− arctan(y)|.

1. Montrer que d1 est une distance sur R.
2. Décrire la boule B(1, π/4) relativement à d1.

3. Démontrer que, pour toute suite réelle (xn) et tout réel x, on a xn
d→ x si et seulement si xn

d1→ x.
4. Les distances d1 et d sont-elles Lipschitz-équivalentes? Sont-elles topologiquement équivalentes?

Exercice 2. Soit (X, d) un espace métrique. Pour toute partie A ⊂ X , on pose α(A) =
◦
A et β(A) =

◦
A.

1. Montrer que si A ⊂ B alors α(A) ⊂ α(B) et β(A) ⊂ β(B).
2. Montrer que si A est ouvert alors α(A) ⊃ A, et que si A est fermé alors β(A) ⊂ A.

3. Montrer que α2(A) =

◦︷ ︸︸ ︷
β(A). Conclure que α2 = α.

(On pourrait démontrer de la même manière, mais on ne demande pas de le faire, que β2 = β).
4. Démontrer que α(Ac) = β(A)c.

Exercice 3. Soit E = C([0, 1],R) et L : E → R l’application définie par

∀f ∈ E, L(f) = f(0)− f(1).

On considère les deux normes sur E définies par

∀f ∈ E : ∥f∥∞ := sup
x∈[0,1]

|f(x)| et ∥f∥1 :=
∫ 1

0

|f(x)| dx.

On note N = {f ∈ E : L(f) = 0}.
1. Démontrer que L est linéaire.
2. Démontrer que L : (E, ∥ · ∥∞) → (R, | · |) est continue et calculer la norme subordonnée de L.
3. Démontrer que L : (E, ∥ · ∥1) → (R, | · |) est discontinue.
4. Démontrer que N est un fermé d’intérieur vide dans (E, ∥ · ∥∞).
5. Démontrer que N est dense dans (E, ∥ · ∥1).

(Indication : pour f ∈ E, on pourra considérer la suite (fn)n≥1 de N , avec fn égale à f sur
l’intervalle [0, 1− 1

n
] et affine sur [1− 1

n
, 1], et remarquer que pour chaque n, ∥fn∥∞ ≤ ∥f∥∞.)
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Correction

Exercice 1.
1. On a, pour tout x, y, z ∈ R : d1(x, y) ≥ 0 et si d1(x, y) = 0 alors arctan(x) = arctan(y) et donc

x = y, parce que arctan est injective dans R ; dautre part, d1(x, x) = 0. Ensuite :
d1(x, y) = | arctan(x)− arctan(y)| = | arctan(y)− arctan(x)| = d1(y, x).
d1(x, y) ≤ | arctan(x)− arctan(z)|+ | arctan(z)− arctan(y)| = d1(x, z) + d1(z, y).

2. B(1, π
4
) = {x ∈ R : | arctan(x)− arctan(1)| < π

4
} = {x ∈ R : 0 < arctan(x) < π

2
} =]0,+∞[.

3. Pout tout suite réelle (xn) et tout réel x on a

xn
d1→ x ⇐⇒ | arctan(xn)− arctan(x)| → 0 ⇐⇒ arctan(xn)

d→ arctan(x) ⇐⇒ xn
d→ x,

où nous avons utilisé la continuité sur R de l’application t 7→ arctan(t) et la continuité sur
]− π

2
, π
2
[ de l’application t 7→ tan(t), pour la topologie usuelle.

4. On a d(n,0)
d1(n,0)

= n
arctan(n)

→ +∞. Les deux distances ne peuvent donc pas être
Lipschitz-équivalentes. Par contre, la propriété 3 assure que d et d1 sont topologiquement
équivalentes (i.e. elles induisent la même topologie).

Exercice 2.
1. Les opérations d’adhérence et d’intérieur respectent l’inclusion. On a alors

A ⊂ B ⇒ A ⊂ B ⇒ α(A) ⊂ α(B).

De plus A ⊂ B ⇒
◦
A⊂

◦
B⇒ β(A) ⊂ β(B).

2. On a A ⊂ A. Supposons A ouvert. Alors, en prenant terme-à-terme l’intérieur, A =
◦
A⊂ α(A).

Supposons A fermé. Alors, en prenant terme-à-terme l’adhérence, β(A) ⊂ A = A.

3. L’égalité est immédiate : les deux membres sont égaux à

◦
◦
A.

Pour toute partie A de X , α(A) est ouvert, donc α2(A) ⊃ α(A) d’après 2. Réciproquement,

d’après 3, α2(A) =

◦︷ ︸︸ ︷
β(A)⊂

◦
A, où nous avons utilisé 2. Mais alors α2(A) ⊂ α(A) et donc

α2(A) = α(A) par double inclusion.

4. α(Ac) = (Ac)◦ =
(
(
◦
A)c

)◦
=

(
◦
A

)c

= β(A)c.

Exercice 3.
1. Pour f, g ∈ E et λ ∈ R, on a L(f + λg) = f(0) + λg(0)− f(1)− λg(1) = L(f) + λL(g).

2. Pour tout f ∈ E on a |L(f)| ≤ |f(1)− f(0)| ≤ |f(0)|+ |f(1)| ≤ 2∥f∥∞. Donc L est continue et
la norme subordonnée de L : (E, ∥ · ∥∞) → R vérifie |||L||| ≤ 2. Réciproquement si g ∈ E est la
fonction définie par g(x) = 1− 2x, on a |L(g)| = 2 et ∥g∥∞ = 1. Donc |||L||| ≥ 2.

3. Considérons, pour n ∈ N∗, la suite (fn) ⊂ E, définie par fn(x) = xn. On a
|L(fn)|
∥fn∥1 = 1

∥fn∥1 = n+ 1 → +∞. Ceci montre que L : (E, ∥ · ∥1) → (R, | · |) est discontinue.
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4. On a N = L−1({0}). C’est un fermé de (E, ∥ · ∥∞), en tant qu’image réciprique du fermé {0} de
R par l’application continue L.

Considérons la fonction I ∈ E, définie par I(x) = x. Si, par contradiction, il existe f ∈
◦
N , alors il

existe r > 0 tel que B(f, r) ⊂ N . Mais f + r
2
I ∈ B(f, r), puisque

∥(f + r
2
I)− f∥∞ = r

2
∥I∥∞ = r

2
. Or, L(f + r

2
I) = L(f) + r

2
L(I) = 0 + r

2
̸= 0, donc

f + r
2
I ̸∈ N . Ceci prouve que

◦
N est vide.

5. Soit f ∈ E et fn ∈ N l’application définie comme dans l’indication. Observons que, par
définition, ∥fn∥∞ ≤ ∥f∥∞. De plus, ∥f − fn∥1 =

∫ 1

1−1/n
|f − fn| ≤ 1

n
∥f − fn∥∞ ≤ 2

n
∥f∥∞.

Donc ∥fn − f∥1 → 0 et comme (fn) ⊂ N , on conclut que N est dense dans E.
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