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Topologie des espaces métriques. Partiel. Durée 2h. Octobre 2025

Question de cours. Démontrer que si L: 2 — F' est une application linéaire continue entre deux
espaces vectoriels normés (E, || - ||g) et (£, ] - ||r), alors

3C > 0: VY € B, |L(z)||r < C|lz| 5.

Exercice 1. Soit d la distance usuelle sur R et soit d; 1’application de R x R dans R qui a (z, y) associe
| arctan(z) — arctan(y)|.

1. Montrer que d; est une distance sur R.

2. Décrire la boule B(1,7/4) relativement a d;.
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3. Démontrer que, pour toute suite réelle (x,,) et tout réel x, on a x,, — x si et seulement si x,, 3 .

4. Les distances d; et d sont-elles Lipschitz-équivalentes ? Sont-elles topologiquement équivalentes ?
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Exercice 2. Soit (X, d) un espace métrique. Pour toute partie A C X, on pose a(A) =A et B(A) = A.
1. Montrer que si A C B alors a(A) C «(B) et 5(A) C B(B).
2. Montrer que si A est ouvert alors «(A) D A, et que si A est fermé alors S(A) C A.
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3. Montrer que a?(A) =3(A). Conclure que o = a.

(On pourrait démontrer de la méme maniére, mais on ne demande pas de le faire, que 3> = 3).
4. Démontrer que a(A°) = S(A)“.
Exercice 3. Soit £ = C([0,1],R) et L: E — R I’application définie par
VieE, L(f)=f(0)-fQ).

On considere les deux normes sur £ définies par

1
VIEE: |flle= sup [f@)] et [flli= / f(x)|da.
] 0

z€[0,1

Onnote N ={f € E: L(f) =0}.

1. Démontrer que L est linéaire.

2. Démontrer que L: (E, || - ||«) — (R, | - |) est continue et calculer la norme subordonnée de L.
3. Démontrer que L: (E, || -|1) — (R,]|-|) est discontinue.

4. Démontrer que N est un fermé d’intérieur vide dans (F, || - ||)-

5. Démontrer que N est dense dans (E, || - ||1)-

(Indication : pour f € E, on pourra considérer la suite (f,)n,>1 de N, avec f, égale a f sur
Uintervalle (0,1 — L] et affine sur [1 — £, 1], et remarquer que pour chaque n, || fulloc < || fllo0-)
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