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Question de cours.

Soit (X,d) un espace métrique, x € X, r > 0. Montrer que la boule ouverte B(z,r) est un ouvert de
(X,d).
Soit y € B(z,r); posons p = r — d(z,y) > 0. Soit z € B(y, p); on a alors

d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) < p+d(y,z) =7

Donc d(z,z) < r, autrement dit z € B(z,7): on vient de prouver que pour tout y € B(z,r) il existe
p > 0 tel que B(y, p) < B(x,r), par conséquent B(z,r) est ouvert dans (X, d).

Exercice 1. Dans cet exercice, on munit R* de la norme euclidienne usuelle, et on considére la partie
A={(r,y)e R?*: 1 <2® +y* <2}
Répondre aux questions suivantes par Vrai ou Faux, en justifiant soigneusement votre réponse.

1. A est compact.
Vrai. Comme (R?, | -[2) est un espace vectoriel normé de dimension finie, il nous suffit de montrer
que A est a la fois fermé et borné; par définition de A on a |a|3 < 2 pour tout a € A, autrement
dit |a]2 < v/2 pour tout a € A donc A est borné dans (R?, | - |2).

De plus, f: (z,y) — ||(z,y)|3 = 2® + y* est une fonction continue de (R, - [2) dans (R,]| - ),
A= f7Y([1,2]) et [1,2] est fermé dans (R, |- |). Par conséquent A est fermé dans (R?, | - ||2).

2. A est convexe.
Faux. En effet (1,0) et (—1,0) appartiennent tous les deux & A, mais leur milieu (0, 0) n’appartient
pas & A.

3. A est connexe par arcs.
Indication: on pourra utiliser le fait que tout élément de A s’écrit sous la forme (r cos(@),rsin(6))
avec r € [1,4/2] et § € R.
Vrai. Fixons a = (rcos(#),rsin(d)) € A et a’ = (1 cos(#),r'sin(f')) € A, avec 1 < 7,1’ < V2 et
0,0' € R. Pour t € [0, 1], posons

rt) =0 —-tr+tr', 0@t)=(1—-t)0+t0

Comme [1,+/2] est un intervalle, et est par conséquent convexe, 7(t) € [1,+/2] pour tout ¢ € [0, 1].
Si 'on note ¢: [0,1] — R? la fonction définie par

p(t) = (r(t) cos(6(2)),r(t) sin(6(¢)))

on a donc que ¢(t) € A pour tout ¢ € [0,1]. De plus ¢ est continue, ¢(0) = a, p(1) = a’: il existe
un chemin continu & valeurs dans A reliant a et a’. Comme ceci est vrai pour tout a,a’ € A, on a
prouvé que A est connexe par arcs.

Exercice 2.
Soit (E,| - |) un espace vectoriel normé. On note :

e B = B¢(0,1) la boule unité fermée de E : B ={zx € E: ||z| < 1};

o L(E) l’espace vectoriel des applications linéaires de E dans E;



o ['=

{u € L(E): u(B) est compact dans (E, || - H)}

1. Question de cours. Soit (X,dyx) et (Y,dy) deuzx espaces métriques, f: X — Y. On suppose que
X est compact et f est continue. Montrer que f(X) est un compact de (Y, dy).

Soit (yn)neN une suite d’éléments de f(X). Pour tout n € N, fixons z,, € X tel que y, = f(z,). La
suite (zp)nenN est une suite d’éléments de (X, dx), qui est compact; on peut donc en extraire une
sous-suite (T,(n))neN qui converge vers x € X. Comme f est continue, y,,) = f(Tp(n)) converge
vers f(z) € f(X). On vient de prouver que f(X) est un compact de (Y, dy).

2. Dans cette question seulement, on suppose que E est de dimension finie.

(a)

Soit uw € L(E). Montrer que u(B) est un compact de (E, | -|).

Comme F est un espace vectoriel normé de dimension finie, et u est linéaire, on sait par un
résultat du cours que u est continue de (E, |- |) dans (E, |-|). De plus, B est compact puisque
E est de dimension finie. Le résultat de la question précédente nous assure donc que u(B)
est compact dans E.

En déduire que F = L(F).

On a F c L(FE) par définition. Pour voir la réciproque, fixons u € L(E); d’aprés la question
précédente, u(B) est compact dans (E, || - |). Par conséquent u(B) est fermé, et u(B) = u(B)
est compact dans E. Donc u € F, ce qui montre que L(E) < F, et finalement L(F) = F.

3. SoitueF.

(a)

Montrer qu’il existe M > 0 tel que pour tout x € B, |u(z)| < M.

Puisque u(B) est compact, on sait que u(B) est borné, et il en va de méme de u(B). Par
conséquent, il existe M > 0 tel que u(B) < Bf(0, M), autrement dit |u(z)| < M pour tout
r e B.

En déduire que u est continue.

D’apreés un résultat du cours, si u est linéaire, et |u(z)| < M pour tout « € Bf(0,1), alors u est
continue et [|u/| < M. Il nous suffit d’appliquer ce résultat pour conclure. On pourrait aussi
utiliser une autre caractérisation de la continuité d’une application linéaire : soit x € E\{0};
comme |lu(y)| < M pour tout y € B on a

[« Gl <
B

donc ||u(z)| < M|z|. Ceci est aussi vrai pour = 0, et on conclut en utilisant la linéarité de
u que u est continue.

Soit A et B deuz parties compactes de (E, | -|). Montrer que A+ B ={a+b:a€ A,be B}
est compact dans (E,| - |).

Soit (un)neny une suite d’éléments de A + B; on peut trouver deux suites (an)neN € AN
(bn)neN € BN telles que u,, = an + b, pour tout n € N. Puisque A est compact, il existe
¢1: N — N strictement croissante et telle que (a,, (n))neN converge vers a € A; et puisque
(b(pl(n))neN est une suite d’éléments de B, qui est compact, on peut en extraire une sous-suite
(byy (po(n)))JneN qui converge vers b € B. Posons 1) = 1 0 g, qui est strictement croissante;
la suite (aw(n))neN converge vers a puisque c’est une suite extraite d’une suite qui converge
vers a. Finalement, wuy(,) = ayn) + by(n) converge vers a +b € A+ B, et on a montré que
A + B est compact.

Remarque. On aurait pu utiliser la compacité de A x B dans E x E et la continuité de
Papplication (a,b) — a+ b de E x E dans F, ainsi que le résultat de la premiére question de
I’exercice pour montrer le résultat plus rapidement.

Soitue F,veF. Montrer que u+v e F.

Par hypotheése, u(B) et v(B) sont compacts.
De plus, pour tout z € B, (u + v)(z) = u(x) + v(z) € uw(B) + v(B), on en déduit que
(u+0)(B) € u(B) + v(B).



Mais, u(B) < w(B) et v(B) < v(B), dou (u + v)(B) < u(B) + v(B). Or, d’aprés la
question précédente, u(B) + v(B) est compact, donc en particulier fermé, par conséquent,
(u+0)(B) C u(B) + v(B).

Ainsi (u 4 v)(B) est une partie fermée incluse dans un compact, d’out (u + v)(B) est compacte
ce qui montre que u + v € F'.

Exercice 3. On note E = C([0,1], R) l’espace vectoriel des fonctions continues de ([0,1],]-|) dans
(R,|-]). On rappelle que pour f € E on a | f|e = sup{|f(x)|: x € [0,1]}.
On rappelle aussi que | - || définit une norme sur E et que (E,| - |«) est complet.

1
On note F = {f € E: f est de classe C' et f f(t)dt = O}, On admet que F' est un sous-espace vecto-
0

riel de E et que si f € F alors f' € E. Pour tout f € F, on pose ||f| = | f|-

1.

(a) Montrer que | - || est une norme sur F.
Soit f,ge F et Ae R.

e On a bien [0p| = 0; réciproquement si |[f|| = 0 alors |[f/|c = 0 donc f’ = Op puisque
1
|- |loo est une norme. Donc f est constante sur [0, 1]; et puisque | f(¢)dt = 0 on conclut

0
que f est la fonction nulle. On vient de vérifier la propriété de séparation.

e Puisque (Af)' = Af’ et | - | est une norme, on obtient

IMFI = 1A f oo = AT oo = AT £

Ceci établit la propriété d’homogénéité.
e Comme (f +g) = f +¢', on déduit de I'inégalité triangulaire pour | - [, que

If 49l =1+ g0 <[flloo + 19"l = [+ lgl

L’inégalité triangulaire est ainsi démontrée.

(b) Montrer que pour tout f € F, il existe a € [0,1] tel que f(a) = 0.

Soit f € F. Si f est la fonction nulle, alors elle s’annule en tout a € [0,1]. Sinon, il existe
1

x € [0,1] tel que f(x) # 0; si f ne change pas de signe, alors J f(t)dt # 0 puisque f est

continue, non nulle, de signe constant sur [0, 1]. Par conséquent, il %Xiste y € [0, 1] tel que f(y)
soit de signe opposé a celui de f(z), et le théoréme des valeurs intermédiaires nous permet de
conclure qu'il existe a € [0, 1] tel que f(a) = 0.

(¢c) Montrer que pour tout f € F, | flo < | f]-
Soit f € F; fixons a € [0, 1] tel que f(a) = 0. Pour tout x € [0,1] on a, d’aprés I'inégalité des
accroissements finis,

[f(@)] = |f(x) = f(a)| < |z — alsup{|f'(t)] : t € [0, 1]} = |z —allf] < [ /]

Donc | fllo < [ f]-
Remarque. On pouvait aussi utiliser le théoréme fondamental de ’analyse et écrire, pour tout
x € [0,1]:

()] =

Lx f’(t)dt’ <

[ If’(t)\dt‘ <

| !f!dt‘ <Iflla—2] < |fl

(d) Montrer que (F,| -||) est complet.
Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans (F, | - ). Soit € > 0, et N tel que || f,, — fin| < € pour
tout n,m = N. On a alors, pour tout n,m > N, I'inégalité

[fn = Flloo < [ fn = fml < €

Donc (fn)nen est de Cauchy dans (E, |||« ), qui est complet: (f,)nen converge uniformément
sur [0,1] vers f € E.



Par définition de | - |, la suite (f},)nen est aussi de Cauchy dans (E, | - |« ), et converge donc
uniformément vers g € E. D’aprés le théoréme de dérivation des suites de fonctions, on a f
est de classe C! et g = f'.

Puisque [0, 1] est un segment sur lequel la suite (f,,)nen converge uniformément vers f, on
peut échanger limite et intégrale pour obtenir

J, ste= [ i, e = i, [

Donc f € F, et ||fn — fll = |, — gleo tend vers 0: la suite (f,)nen est convergente dans
(F,] - ). On a ainsi démontré que (F, | -||) est complet.

2. Pour f € F, on définit une fonction T'(f): [0,1] — R en posant, pour tout x € R,

(a)

1)) = 1@+ 57 (5) + 57 (5 )

Montrer que pour tout f € F on a T(f) € F.

sont de classe

1
Soit f € F; notons g = T(f), qui est de classe C! car z — g et x> 2 i
C! sur [0,1], & valeurs dans [0,1] et f est de classe C' sur [0,1]. De plus, en utilisant les

on obtient :

changements de variables affines u = % et v =
! 1, (t+1
fg(t)dt fftdt—i— ff()dt-F Jf(Jr)dt
0 2 Jo 2
0+ JZ f(u)du + Jl f(v)dv
0 1
. 2
J F(t)d
0
0

On obtient comme attendu que T'(f) appartient a F'.

On admet que T: F — F, f — T(f) est une application linéaire.
Montrer que T est continue de (F,| -|) dans (F,|-|) et que ||T]| <
Soit f € F'; notons de nouveau g = T(f). Pour tout = € [0,1] on a

g'(x) = f'(z) + if’ (%) f <:): + 1>

L’inégalité triangulaire nous permet d’obtenir, pour tout x € [0, 1], la majoration

NJ\C»D

1 1 3 3
6 @) < 1F oo + 1 o + G0 o = 51810 = 5171

3
On en conclut que |T(f)]| = |9l < inH, ceci est vrai pour tout f, et comme 7" est linéaire

on a établi que T est continue de (F, | - ||) dans (F,| - |) et ||T|| < g
Soit g € F, montrer qu’il existe un unique f € F tel que T(f) = g.

Indication : on pourra utiliser l’application F — F, f+— f —=T(f) + g.

Considérons lapplication ¢: f — f —T(f) + g, définie sur F'; notons que 'on a T'(f) = g si,
et seulement si, ¢(f) = f. On doit donc prouver que ¢ admet un unique point fixe sur F.
On a bien ¢ a valeurs dans F, et comme (F,| - |) est complet, nous pouvons appliquer
le théoréme du point fixe de Picard, et il nous suffit pour conclure de prouver que ¢ est
contractante.

Pour cela, fixons fi, fo € F et notons h = T(f1) — T(f2). Pour tout z € [0,1] on a

o= (D) - Sa () e () - b (21




En utilisant les mémes calculs qu’a la question précédente, on obtient que
/ 1 !/ / 1
Il = Wl < 154 = Fol = 5051 = 2l

1 1
On a obtenu l'inégalité |o(f1) — o(f2)| < §Hf1 — fa|, donc ¢ est §—lipschitzienne et par

conséquent contractante. D’aprés le théoréme du point fixe, il existe un unique f € F' tel que
o(f) = f, autrement dit il existe un unique f € F tel que T'(f) = g.

Exercice 4. Dans cet ezercice, on fize un espace métrique (X,d) connexe par arcs et une bijection

continue f: (X,d) — (R,]|-|).

1. Soit a,be R et x,y € X tels que f(x) = a, f(y) =0b. On fize un chemin continu v: [0,1] — X tel
que 7(0) =z, ¥(1) = y.

(a) Montrer que [a,b] < fo~([0,1]).
La fonction f o~y est continue sur I'intervalle [0, 1], donc le théoréme des valeurs intermédiaires
nous assure que f oy([0,1]) est un intervalle. Cet intervalle contient f(v(0)) = f(x) = q,
ainsi que f(v(1)) = f(y) = b. Donc cet intervalle contient [a,b] tout entier; autrement dit
[a,6) < £ o([0, 1]).

(b) Montrer que f~*([a,b]) est compact.
Puisque f est continue et [a,b] fermé dans (R, |-|), f~'([a,b]) est fermé dans (X, d). Soit
z € f7([a,b]); f(z) € [a,b] donc, d’aprés le résultat de la question précédente, il existe
t € [0,1] tel que f(x) = f(y(t)). Puisque f est injective, on a donc & = (t); on vient de
montrer que f~*([a,b]) < ([0, 1]).
Comme v est continue et [0, 1] est compact, ([0, 1]) est compact. Finalement, f~!([a,b]) est
un fermé contenu dans le compact [0, 1]; donc f~1([a,b]) est compact.

2. Prouver que pour tout fermé F' de (X,d), f(F) est fermé dans (R, |- |).
Soit F' un fermé de (X,d) et (t,)nen une suite d’éléments de f(F) qui converge vers ¢t € R.
Comme (t,)neN est convergente, cette suite est bornée, par conséquent il existe M € R* tel que
tn, € [-M,M] pour tout n. Choisissons pour tout n € N un z,, € F tel que f(z,) = t,; la
suite (2, )nen est a valeurs dans f~1([—M, M]), qui est compact. Ainsi, (z,,)nen admet une suite
extraite (T,(n))neN qui converge vers r € X.

Comme F est fermé, x € F; et comme f est continue, f(x) = lir}rl f(@om) = 11111 tom) = t.
n——+0o0 n——+aoo

Donc t € f(F'), qui est par conséquent fermé.

Remarque. A T’aide du résultat de la question précédente, on conclut que f~! est continue, donc que
f est un homéomorphisme. On a en effet établi que pour tout fermé F de (X,d) (f~1)"Y(F) = f(F)
est fermé, et la caractérisation de la continuité via les images réciproques de fermés nous donne la
continuité de f71.

Une application du résultat qu’on vient de démontrer: soit f: R — R une fonction dont le graphe
I'; est connexe par arcs. Soit 7 la projection sur la premiere coordonnée, et mp la projection
sur la deuxiéme coordonnée. Pour tout u € I'¢, il existe un unique = € R tel que u = (z, f(z)),
et m(u) = x, mo(u) = f(x). La fonction 7y est une bijection continue de I'y sur R; comme I'f
est connexe par arcs, ; © est continue. Or, 7, '(x) = (=, f(z)) pour tout 2 € R. Finalement,
f=mom " est continue.



