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Les documents, téléphones portables, calculatrices, objets connectés, etc. sont interdits.
Les exercices sont indépendants et peuvent être traités dans n’importe quel ordre. Lors de la correction,
la plus grande attention sera portée à la qualité de la rédaction.

Question de cours.

Soit pX, dq un espace métrique, x P X, r ą 0. Montrer que la boule ouverte Bpx, rq est un ouvert de
pX, dq.

Exercice 1. Dans cet exercice, on munit R2 de la norme euclidienne usuelle, et on considère la partie
A “ tpx, yq P R2 : 1 ď x2 ` y2 ď 2u.
Répondre aux questions suivantes par Vrai ou Faux, en justifiant soigneusement votre réponse.

1. A est compact.

2. A est convexe.

3. A est connexe par arcs.
Indication: on pourra utiliser le fait que tout élément de A s’écrit sous la forme pr cospθq, r sinpθqq

avec r P r1,
?
2s et θ P R.

Exercice 2.
Soit pE, } ¨ }q un espace vectoriel normé. On note :

‚ B “ Bf p0, 1q la boule unité fermée de E : B “ tx P E : }x} ď 1u;

‚ LpEq l’espace vectoriel des applications linéaires de E dans E;

‚ F “

!

u P LpEq : upBq est compact dans pE, } ¨ }q

)

.

1. Question de cours. Soit pX, dXq et pY, dY q deux espaces métriques, f : X Ñ Y . On suppose que
X est compact et f est continue. Montrer que fpXq est un compact de pY, dY q.

2. Dans cette question seulement, on suppose que E est de dimension finie.

(a) Soit u P LpEq. Montrer que upBq est un compact de pE, } ¨ }q.

(b) En déduire que F “ LpEq.

3. Soit u P F .

(a) Montrer qu’il existe M ě 0 tel que pour tout x P B, }upxq} ď M .

(b) En déduire que u est continue.

4. (a) Soit A et B deux parties compactes de pE, } ¨ }q. Montrer que A ` B “ ta ` b : a P A, b P Bu

est compact dans pE, } ¨ }q.

(b) Soit u P F , v P F . Montrer que u ` v P F .
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Exercice 3. On note E “ Cpr0, 1s,Rq l’espace vectoriel des fonctions continues de (r0, 1s, | ¨ |q dans
pR, | ¨ |q. On rappelle que pour f P E on a }f}8 “ supt|fpxq| : x P r0, 1su.
On rappelle aussi que } ¨ }8 définit une norme sur E et que pE, } ¨ }8q est complet.

On note F “

"

f P E : f est de classe C1 et
ż 1

0
fptqdt “ 0

*

. On admet que F est un sous-espace vecto-

riel de E et que si f P F alors f 1 P E. Pour tout f P F , on pose }f} “ }f 1}8.

1. (a) Montrer que } ¨ } est une norme sur F .

(b) Montrer que pour tout f P F , il existe a P r0, 1s tel que fpaq “ 0.

(c) Montrer que pour tout f P F , }f}8 ď }f}.

(d) Montrer que pF, } ¨ }q est complet.

2. Pour f P F , on définit une fonction T pfq : r0, 1s Ñ R en posant, pour tout x P R,

T pfqpxq “ fpxq `
1

2
f

´x

2

¯

`
1

2
f

ˆ

x ` 1

2

˙

.

(a) Montrer que pour tout f P F on a T pfq P F .

(b) On admet que T : F Ñ F , f ÞÑ T pfq est une application linéaire.

Montrer que T est continue de pF, } ¨ }q dans pF, } ¨ }q et que ~T~ ď
3

2
.

(c) Soit g P F , montrer qu’il existe un unique f P F tel que T pfq “ g.
Indication : on pourra utiliser l’application F Ñ F , f ÞÑ f ´ T pfq ` g.

Exercice 4. Dans cet exercice, on fixe un espace métrique pX, dq connexe par arcs et une bijection
continue f : pX, dq Ñ pR, | ¨ |q.

1. Soit a, b P R et x, y P X tels que fpxq “ a, fpyq “ b. Soit γ : pr0, 1s, | ¨ |q Ñ pX, dq un chemin
continu tel que γp0q “ x, γp1q “ y.

(a) Montrer que ra, bs Ď f ˝ γpr0, 1sq.

(b) Montrer que f´1pra, bsq est compact.

2. Montrer que pour tout fermé F de pX, dq, fpF q est fermé dans pR, | ¨ |q.
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