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Feuille d’exercices n° 4

Espaces complets

n
1
Exercice 1. Pour n € N*, on pose u, = Z T
k=1
" 1
1. Montrer que, pour tout n € N*, on a ug, — uy, = 3

2. Montrer que (uy,),cn* n'est pas une suite de Cauchy.

3. En déduire que (up),en* tend vers +oo.

ne
Exercice 2.
1. Etudier la complétude des parties suivantes de (R, |- |) : [0,1], ]0,1], [0, +o[, Z, Q.

2. Donner un exemple explicite d’une suite de Cauchy dans (Q, |-|) qui ne converge pas dans (Q, |- |).

Exercice 3.

1. Donner un exemple d’un homéomorphisme entre deux espaces métriques, 'un étant complet et
I’autre ne ’étant pas.

2. Montrer que s’il existe un homéomorphisme linéaire entre deux espaces normés et que 'un des
deux est complet, 'autre I'est également.

Exercice 4. Soit (X, d) un espace métrique, et A une partie dense de X.
On suppose que toute suite de Cauchy constituée de points de A posséde une limite dans X. Montrer
que X est complet.

Exercice 5. Soit (X,d) un espace métrique complet. Soit (x,) une suite de points de X et (r,) une
suite de réels strictement positifs. Pour tout n € N, on note A, la boule fermée de centre z,, et de rayon
Tr-
On suppose d’une part, que r, — 0 quand n — 400, et d’autre part, que les A,, sont emboitées au sens
suivant : pour tout n € N, A1 € A,.

1. Montrer que (z;,) est une suite de Cauchy.

2. En notant z la limite de la suite (x,), montrer que [\ A, = {z}.
neN

Exercice 6. Soit (X,d) un espace métrique. On suppose que X est complet, et on fixe une partie A
dense dans X, ainsi qu'une application f: A — X qui est isomélrique, c’est-a-dire telle que

Va,a' € A d(f(a), f(d')) = d(a,a’) .

1. Soit z € X.
Montrer que pour toute suite (a,) d’éléments de A qui converge vers z, la suite (f(a,)) est
convergente dans X et que sa limite ne dépend pas du choix de la suite (a,) convergeant vers x.

2. Montrer que f se prolonge de facon unique en une fonction continue f : X — X, et que f est
isométrique.

3. Montrer que f est surjective si, et seulement si, f(A) est dense dans X.



Exercice 7.

1
1. Soit (fn)nen* la suite de fonctions définie par : pour tout n € N*, f,, : [0,1] > R, z+— [z + —
n

Montrer que (fr),en* converge uniformément vers la fonction racine carrée sur [0, 1]. Que peut-on
en déduire sur (C1([0,1],R), | - [lx) ?

2. Pour tout f € C([0,1],R), on pose |f|| = |flow + | f'|co- Montrer que | - | est une norme sur
CL([0,1],R) et que muni de cette norme, C'([0,1],R) est complet.

3. Montrer que (C([0,1],R),| - |l1) n’est pas complet.
Indication : utiliser la suite de fonctions (fn),en+ telle que pour tout n € N*, tout x € [0,1],
fn(x) = inf(n, ﬁ)

Exercice 8. Dans cet exercice, on note RN Iensemble des suites de réels, et on utilise la notation z(n)
plutot que la notation x,, pour la valeur d’une suite (x,) en Uentier n.

On note £ = {z e RN: |z, €% |z(n)| < o0 } et £ = {z ¢ RN: |2]o & sup,, [2(n)] < o0}
1. Montrer que ¢! < £, mais que ¢! n’est pas une partie fermée de (£, | - ||)-
L’espace (£, - |o) est-il un espace de Banach ?

2. Soit (zx)ken une suite de Cauchy dans (¢4, ||-|1). Montrer que pour chaque n € N la suite (23 (n))ren
est une suite de Cauchy de réels, dont on notera y(n) la limite. Montrer ensuite que la suite (x)geN
converge dans (€%, - 1) vers la suite y.

Exercice 9. Théoréme de projection sur un convexe fermé dans un espace de Hilbert.

Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire {-,-). On considére la norme associée || - | : pour
tout x € E, ||z = +/{z,x).
On suppose que (E, | -||) est un espace complet (on dit alors que E est un espace de Hilbert).

On rappelle 'identité du parallélogramme : pour tout u,v € E,
2 2
lw + o + lu = v]* = 2Jul? + 2|v]?

Soit C' une partie convexe non vide et fermée de E. Soit x € E.

1. Justifier que infyec |2 — y est bien défini. On note § = ing lz =yl
ye

2. Montrer qu’il existe une suite (c,) € ON telle que |2 — ¢, | — J.
n—+0o0

On fixe une telle suite (¢p)neN-

3. Montrer que (¢,)nen est une suite de Cauchy, et en déduire qu’il existe ¢ € C' tel que
|z — || = 6.
Indication : pour n,m € N, on pourra appliquer 'identité du parallélogramme avec u = x — ¢, et
V=2 — Cp.

4. Montrer qu'un tel ¢ € C est unique.

Exercice 10. Soit un entier n > 2. On considére 'espace vectoriel normé M, (R) des matrices réelles

de taille n x n muni de la norme matricielle ||-||| subordonnée a la norme euclidienne.
1. Montrer que GL,(R) est un ouvert de M, (R).
1
2. Pour A e GL,(R), montrer que B (A, H|A_1m) c GL,(R).



