L3 — arithmétique et groupes 2023-2024

Fiche de TD 1
Quelques bijections, relations d’équivalence et relations d’ordre

Exercice 1 Trouver une bijection Z — N.

Exercice 2 a) Montrer que 'application
NxN-—-N, (m,n)—2"2n+1)—1
est une bijection.
b) Montrer que I"application

1
NXN—)N, (m,n)»_> (m+n)(rg+n+ )—{—m

est une bijection.

c) Si FF' = {ayp < a1 < ... < ag} est une partie finie de N, on pose ¢(F) =
290 4 290 + . 4 2%, Montrer que ¢ est une bijection entre ’ensemble des
parties finies de N et N. Existe-t-il une bijection entre IN et I’ensemble des
parties de N 7

Exercice 3 a) On définit par récurrence r; = 1 et sin > 0, si r, = § avec a,b

entiers > () premiers entre eux,

a a+b
Top ' = —, Ton+1 = .
a+b’ a

Déterminer les 10 premiers termes de cette suite.

b) Montrer que N.y — Q-q, n — 7, est une bijection.
Indication. Voici la réciproque : on pose g(1) =1 et
29(%,) si0<qg<l,

29(27) + 1 sig>1.

i

f. Sik > 0, on pose Qr = {§ : a,b > 0,max{a,b} = k, pged(a,b) = 1}. Vérifier que
Q>0 = LpQy -
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Exercice 4 a) Soient x,y € R. On note z ~ y si x — y € Z. Montrer que la
relation ~ est d’équivalence. On note T la classe d’équivalence de x. Montrer
que R/Z — S| 7 — €*7® est une bijection.

b) Soit n € Z. Si x,y € Z, on note x ~ y si n|z —y. Montrer que la relation ~ est
d’équivalence et que ’on a une bijection :

2imx

207 — iy, T € n

i

Exercice 5 Soient (a,b), (¢,d) € Z x Z\ {0}. On pose (a,b) ~ (¢,d) si ad = be.
Montrer que la relation ~ est d’équivalence pour l'ensemble Z x Z\ {0}.

Exercice 6 Soit (1,) € QY. On dit que la suite (r,,) est de Cauchy si :

1
VAeZ-y,ANeN,Vm,n> N, |rm—rn|<Z .

On note €' (QQ) I'ensemble des suites rationnelles de Cauchy.
Sir = (rn), s = (s,) sont de Cauchy, on note r ~ s si lim, r, — s, = 0. Montrer

que c’est une relation d’équivalence !

Exercice 7 a ) Si k,l € Z, posons k < [ si k|l. Montrer que < est une relation
d’ordre dans N. Est-elle totale ?

b ) Mémes questions avec {29 : ¢ € N} a la place de N.

1. On note R/Z l'ensemble des classes d’équivalence des éléments de R et S* les nombres
complexes de module 1.

1. On note Z/nZ I'ensemble des classes d’équivalence des entiers et p,, 'ensemble des racines
n—iémes de 'unité dans C.
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