L3 — arithmétique et groupes 2023-2024

Fiche de TD 6
Z/nZ et groupe symétrique

exercices supplémentaires

Exercice 1 a) Montrer par récurrence sur « € N que :

VaeN-0,VkeZ, (2k+1)* e1+2°%27 .

En déduire que Vn € Noo, Vz € (Z/2"Z)*, 22"~ =1 et que (Z/2"Z)* n'est pas cyclique si
n = 3. Clest évident si a = 1 car (2k +1)? = 1 + 4k(k + 1) = 1 mod 8 car k(k + 1) est pair.
Si (2k +1)2" =14 2°"2m, m e Z, alors

2k + 1> = (14 2°%2m)2 = 1 + 293 + 22742 = 1 mod 203

car 2a+4 > o + 3.

En particulier, si « € (Z/2"Z)*, * = 2k + 1 pour un certain k car z est impair. Donc
22"* = 1mod 2". Donc il n'y a pas d’éléments d’ordre 271 = w(2") = [(Z/)2"Z)*| dans
(Z/2"Z)* qui n’est donc pas cyclique.

Montrer que Va € N, 527 = 14 2%+2z, pour un certain entier impair zo. En déduire ’ordre

de 5 dans le groupe (Z/2"7Z)*. Montrer que
Vne Nso, (Z/2"Z2)* ~ Z/27 x 7.)2" %7 .

Par récurrence sur a € N. C’est évident pour o = 0. Et si 527 = 1 + 22z, pour un z,
impair, alors
52 _ (52")2 —14+29%3; 4 22a+4%(21
=142 (g, +2°T122) .
|\ ——
impair

Doncsin =3, 52" " = 1mod2" et 52" > =1+ 2" 1z, 3 # 1 mod 2" car z,_3 est impair.
Donc 5 est d’ordre 2”72, Comme 5 = 1mod 4, 5¥ = 1mod4 # —1mod 2" si n > 2 (car

4]2™). Comme 5 est d’ordre 2”72 et —1 d’ordre 2 dans (%Z/2"Z)*, I'application

(Z)27, x T,)2"2T, +) — (B,/2"T)*, )

(6, k) ————— (—1)°5"
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est bien définie et c’est un morphisme de groupes. C’est injectif car :
(-1)5% =1 = 58 = (-1)°
~ (1) =1

(car 5¥ # —1mod2"). Donc € = 0mod 2 et 5¥ = 1mod 2" = k = 0mod 2”2 car 5 est
d’ordre 2”2 dans (Z/2"7)*.
Comme |Z/27 x 7./2" 27| = |(Z/2"7Z)*| = 2"~', c’est un isomorphisme.

Soit p premier impair. Montrer que
VOZEIN, 1z, = ]_modp’ (1 +p)pa _ 1+pa+lxa )

En déduire lordre de 1 + p dans le groupe (Z/p™Z)*. Par récurrence sur o € N. Si av = 0,

c’est évident. Si (14 p)P" = 1 + p**lx, avec z, = 1 mod p, alors :
a+1 [eY
(9P = (4P = (L5 )P

=1 +pa+2wa + (g)p2a+2xi + o +p[)(x+pxg

1+ pa+2 (l'a +p(p(x—1 (129) wi Fo +p(p—1)a+p—3x1‘;))

=4 mod p=1 mod p

car p = 3.
Montrer que le morphisme de groupes (Z/p"Z)* — (Z/pZ)* est surjectif et en déduire
qu’il existe un élément d’ordre p — 1 dans le groupe (Z/p"Z)*. Si x est premier a p, alors
x € (Z/p™Z)*. Donc x mod p" est un antécédent de x mod p. Comme Z/pZ est un corps, le
groupe (Z/pZ)* est cyclique. Donc il existe = € Z tel que x mod p est d’ordre p — 1 dans
(Z/pZ)*. Mais alors dans (Z/p"Z)*, ¢ = 1 mod p" = 2% = 1 mod p = p — 1|d. Donc x est
d’ordre (p — 1)k pour un entier k. Donc z* est d’ordre p — 1.
En déduire que pour tout nombre premier impair p, le groupe (Z/p"7Z)* est cyclique.
Soient a € (Z/p"Z)* d’ordre p®~! (par exemple a = 1 + p) et b € (Z/p"Z)* d’ordre p — 1.
Alors

(ab)? =1 < a%? =1

=al=b""%ela)nb)y=1

car Pordre divise pged(p" 1, p—1) = 1. Donc a? =b% =1 = p"~!det p— 1|d
= [(Z/p"L)*| = (»") =p" " (p—1)|d
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donc ab est d’ordre au moins |(Z/p"7Z)*| donc
{ab) = (Z/p"L)*
est cyclique !
Exercice 2 a) Soit a € Z/nZ. Montrer que le morphisme de groupes
¢o /0L — Z/nZ, k — ak

est un isomorphisme si et seulement si a € (Z/nZ)*.
b) Montrer que (Z/nZ)* — Awt(Z/nZ), a — ¢, est un isomorphisme de groupes.
¢) Pour tout a € (Z/117Z)*, décomposer ¢, en produit de cycles a supports disjoints dans
G100 =613, 10}
d) Solent z1,x9, 23 = (1,0),(0,1),(1,1) € Z/27 x Z/27Z.
On pose pour tout o € &3, (Ao, Cs) = To(1), (bo,do) = T2y € L/27 x L/27.
Montrer que l'application &3 — GLy(Z/27Z), 0 — G b est un isomorphisme de

¢ ds
groupes.
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