
L3 – arithmétique et groupes 2023-2024

Fiche de TD 6

Z{nZ et groupe symétrique

exercices supplémentaires

Exercice 1 a) Montrer par récurrence sur α P N que :

@ α P Ną0, @ k P Z, p2k ` 1q2
α

P 1 ` 2α`2
Z .

En déduire que @ n P Ně2, @ x P pZ{2nZq˚, x2n´2

“ 1 et que pZ{2nZq˚ n’est pas cyclique si

n ě 3. C’est évident si α “ 1 car p2k ` 1q2 “ 1 ` 4kpk ` 1q “ 1 mod 8 car kpk ` 1q est pair.

Si p2k ` 1q2
α

“ 1 ` 2α`2m, m P Z, alors

p2k ` 1q2
α`1

“ p1 ` 2α`2mq2 “ 1 ` 2α`3m ` 22α`4m2 “ 1 mod 2α`3

car 2α ` 4 ě α ` 3.

En particulier, si x P pZ{2nZq˚, x “ 2k ` 1 pour un certain k car x est impair. Donc

x2n´2

“ 1 mod 2n. Donc il n’y a pas d’éléments d’ordre 2n´1 “ φp2nq “ |pZ{2nZq˚| dans

pZ{2nZq˚ qui n’est donc pas cyclique.

b) Montrer que @α P N, 52
α

“ 1` 2α`2xα pour un certain entier impair xα. En déduire l’ordre

de 5 dans le groupe pZ{2nZq˚. Montrer que

@ n P Ně2, pZ{2nZq˚ » Z{2Zˆ Z{2n´2
Z .

Par récurrence sur α P N. C’est évident pour α “ 0. Et si 52
α

“ 1 ` 2α`2xα pour un xα

impair, alors

52
α`1

“ p52
α

q2 “ 1 ` 2α`3xα ` 22α`4x2
α

“ 1 ` 2α`3 pxα ` 2α`1x2
αq

loooooooomoooooooon

impair

.

Donc si n ě 3, 52
n´2

“ 1 mod 2n et 52
n´3

“ 1 ` 2n´1xn´3 ‰ 1 mod 2n car xn´3 est impair.

Donc 5 est d’ordre 2n´2. Comme 5 “ 1 mod 4, 5k “ 1 mod 4 ‰ ´1 mod 2n si n ě 2 (car

4|2n). Comme 5 est d’ordre 2n´2 et ´1 d’ordre 2 dans pZ{2nZq˚, l’application

pZ{2Zˆ Z{2n´2
Z,`q // pZ{2nZq˚, .q

pϵ, kq
� // p´1qϵ5k
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est bien définie et c’est un morphisme de groupes. C’est injectif car :

p´1qϵ5k “ 1 ô 5k “ p´1qϵ

ñ p´1qϵ “ 1

(car 5k ‰ ´1 mod 2n). Donc ϵ “ 0 mod 2 et 5k “ 1 mod 2n ñ k “ 0 mod 2n´2 car 5 est

d’ordre 2n´2 dans pZ{2nZq˚.

Comme |Z{2Zˆ Z{2n´2
Z| “ |pZ{2nZq˚| “ 2n´1, c’est un isomorphisme.

c) Soit p premier impair. Montrer que

@ α P N, D xα “ 1 mod p, p1 ` pqp
α

“ 1 ` pα`1xα .

En déduire l’ordre de 1 ` p dans le groupe pZ{pnZq˚. Par récurrence sur α P N. Si α “ 0,

c’est évident. Si p1 ` pqp
α

“ 1 ` pα`1xα avec xα “ 1 mod p, alors :

p1 ` pqp
α`1

“ pp1 ` pqp
α

qp “ p1 ` pα`1xαqp

“ 1 ` pα`2xα `

ˆ

p

2

˙

p2α`2x2
α ` ... ` ppα`pxp

α

1 ` pα`2 pxα ` pppα´1

ˆ

p

2

˙

x2
α ` ... ` ppp´1qα`p´3xp

αqq
looooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooon

“xα mod p“1 mod p

car p ě 3.

d) Montrer que le morphisme de groupes pZ{pnZq˚ ÞÑ pZ{pZq˚ est surjectif et en déduire

qu’il existe un élément d’ordre p ´ 1 dans le groupe pZ{pnZq˚. Si x est premier à p, alors

x P pZ{pnZq˚. Donc xmod pn est un antécédent de xmod p. Comme Z{pZ est un corps, le

groupe pZ{pZq˚ est cyclique. Donc il existe x P Z tel que xmod p est d’ordre p ´ 1 dans

pZ{pZq˚. Mais alors dans pZ{pnZq˚, xd “ 1 mod pn ñ xd “ 1 mod p ñ p ´ 1|d. Donc x est

d’ordre pp ´ 1qk pour un entier k. Donc xk est d’ordre p ´ 1.

e) En déduire que pour tout nombre premier impair p, le groupe pZ{pnZq˚ est cyclique.

Soient a P pZ{pnZq˚ d’ordre pα´1 (par exemple a “ 1 ` p) et b P pZ{pnZq˚ d’ordre p ´ 1.

Alors

pabqd “ 1 ô adbd “ 1

ñ ad “ b´d P xay X xby “ 1

car l’ordre divise pgcdppn´1, p ´ 1q “ 1. Donc ad “ bd “ 1 ñ pn´1|d et p ´ 1|d

ñ |pZ{pnZq˚| “ φppnq “ pn´1pp ´ 1q | d
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donc ab est d’ordre au moins |pZ{pnZq˚| donc

xaby “ pZ{pnZq˚

est cyclique !

Exercice 2 a) Soit a P Z{nZ. Montrer que le morphisme de groupes

ϕa : Z{nZ Ñ Z{nZ, k ÞÑ ak

est un isomorphisme si et seulement si a P pZ{nZq˚.

b) Montrer que pZ{nZq˚ Ñ AutpZ{nZq, a ÞÑ ϕa est un isomorphisme de groupes.

c) Pour tout a P pZ{11Zq˚, décomposer ϕa en produit de cycles à supports disjoints dans

S10 “ S
t1,2,...,10u

.

d) Soient x1, x2, x3 “ p1, 0q, p0, 1q, p1, 1q P Z{2Zˆ Z{2Z.

On pose pour tout σ P S3, paσ, cσq “ xσp1q, pbσ, dσq “ xσp2q P Z{2Zˆ Z{2Z.

Montrer que l’application S3 Ñ GL2pZ{2Zq, σ ÞÑ

¨

˝

aσ bσ

cσ dσ

˛

‚ est un isomorphisme de

groupes.
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