
L3 – arithmétique et groupes 2023-2024

Fiche de TD 6

Z{nZ et groupe symétrique

exercices supplémentaires

Exercice 1 a) Montrer par récurrence sur α P N que :

@ α P N, @ k P Z, p2k ` 1q2
α

P 1` 2α`2
Z .

En déduire que @ n P Ně2, @ x P pZ{2
n
Zq˚, x2

n´2

“ 1 et que pZ{2nZq˚ n’est pas cyclique si

n ě 3.

b) Montrer que @α P N, 52
α

“ 1` 2α`2xα pour un certain entier impair xα. En déduire l’ordre

de 5 dans le groupe pZ{2nZq˚. Montrer que

@ n P Ně2, pZ{2
n
Zq˚ » Z{2Zˆ Z{2n´2

Z .

c) Soit p premier impair. Montrer que

@ α P N, D xα P Z premier à p, p1` pqp
α

“ 1` pα`1xα .

En déduire l’ordre de 1` p dans le groupe pZ{pnZq˚.

d) Montrer que le morphisme de groupes pZ{pnZq˚ ÞÑ pZ{pZq˚ est surjectif et en déduire qu’il

existe un élément d’ordre p´ 1 dans le groupe pZ{pnZq˚.

e) En déduire que pour tout nombre premier impair p, le groupe pZ{pnZq˚ est cyclique.

Exercice 2 a) Soit a P Z{nZ. Montrer que le morphisme de groupes

φa : Z{nZÑ Z{nZ, k ÞÑ ak

est un isomorphisme si et seulement si a P pZ{nZq˚.

b) Montrer que pZ{nZq˚ Ñ AutpZ{nZq, a ÞÑ φa est un isomorphisme de groupes.

c) Pour tout a P pZ{11Zq˚, décomposer φa en produit de cycles à supports disjoints dans

S10 “ S
t1,2,...,10u.

d) Soient x1, x2, x3 “ p1, 0q, p0, 1q, p1, 1q P Z{2Zˆ Z{2Z.

On pose pour tout σ P S3, paσ, cσq “ xσp1q, pbσ, dσq “ xσp2q P Z{2Zˆ Z{2Z.

Montrer que l’application S3 Ñ GL2pZ{2Zq, σ ÞÑ

¨

˝

aσ bσ

cσ dσ

˛

‚ est un isomorphisme de

groupes.
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