L3 — arithmétique et groupes 2023-2024

Fiche de TD 6
Z/nZ et groupe symétrique

exercices supplémentaires

Exercice 1 a) Montrer par récurrence sur « € N que :

e)

VaeN,VkeZ, (2k+1)%" e1+20727 .

En déduire que V n € Nso, Va € (Z/2"7Z)*, 22" =1 et que (Z/2"Z)* n’est pas cyclique si
n = 3.
Montrer que Va € N, 52° = 1+2%+2z, pour un certain entier impair z,. En déduire ordre
de 5 dans le groupe (Z/2"7Z)*. Montrer que

Vne Nso, (Z/2"2)* ~ Z/27 x 7)2" %7 .
Soit p premier impair. Montrer que

VaeN, Iz, €7 premier a p, (1+p)?" =1+ p*Flz, .

En déduire Pordre de 1 + p dans le groupe (Z/p"7Z)*.
Montrer que le morphisme de groupes (Z/p"Z)* — (Z/pZ)* est surjectif et en déduire qu’il
existe un élément d’ordre p — 1 dans le groupe (Z/p"7Z)*.

En déduire que pour tout nombre premier impair p, le groupe (Z/p"Z)* est cyclique.

Exercice 2 a) Soit a € Z/nZ. Montrer que le morphisme de groupes

Ga 2 LINL — L7, k — ak

est un isomorphisme si et seulement si a € (Z/nZ)*.

Montrer que (Z/nZ)* — Aut(Z/nZ), a — ¢, est un isomorphisme de groupes.

Pour tout a € (Z/117Z)*, décomposer ¢, en produit de cycles a supports disjoints dans
S10 =615 10}

Soient 1,22, x5 = (1,0), (0,1), (1,1) € Z/2Z x 7,/21.

On pose pour tout o € &3, (Ao, Cs) = To(1), (bo,do) = T2y € L/27 x L/27.

Montrer que l'application &3 — GLy(Z/2Z), 0 — % b est un isomorphisme de

¢y dy
groupes.
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