L3 — arithmétique et groupes 2023-2024

Fiche de TD 5

Polynomes (suite)

Exercice 1 Polynémes a valeurs entiéres

Si ke N, on pose () = XEZDXZkHD) ¢ ],

a) Montrer que V k € N, (X]jl) — ()k() = (k)_(l)
b) Montrer que Yk e N, VneZ, (})(n) e Z

¢) Sif:N — R est une fonction, on pose Af : n+— f(n+1)— f(n) et on définit par récurrence
VE>1, AFf = AAFTLFf,
Soit d € N. Montrer qu’une fonction f : N — R est polynomiale de degré d en n si et

Seulement Si Ad+1f = 0. Indication. Raisonner par récurrence sur d = 0.
. . n—1 ;4 A .
d) En déduire que Y}, _; k* est un polynome de degré d + 1 en n.

e) Soit f: N — R une fonction polynomiale de degré d. On suppose que

Montrer qu’il existe des entiers cg, ..., cq € Z tels que

f—c0<‘§) +...+cd<§) .

En particulier Vn € N, f(n) € Z.ﬂ Indication. Vérifier que ¥ 0 < k < d, c, = A¥ £(0).

f) Trouver les coefficients pour 3y —¢ k% et S7—y k*. En déduire :
n—1 1 n—1 2
nin—3)(n—1) n
Mk —— 2 Nk = :
k=0 3 k=0 2
g) On suppose que f est un polynome réel ou complexe. On suppose que

Vn>>0, f(n)eZ

Montrer que f(n) € Z pour tout n. rmdication. Raisonner avee f(X + a) ot a est un entier asses grand !

Exercice 2 Méthode de Cardan pour les équations de degré 3

Soient p,q € C. Soit P(X) = X3 + pX +qe C[X] .

3 3
. . . us+vr = —q .
a) Veérifier que si u, v vérifient , alors x = u+ v est racine du polynoéme P.
U = —

wls

t. bien que () ¢ Z[X] si k > 2.
1. Et si f est définie et polynomiale sur Z, Vn € Z, f(n) € Z.
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b) Soient u,v des racines cubiques :

R Oerae N

telles que uv = —£. Justifier que c’est possible et déduire de la question précédente que les

racines de P sont : u 4 v, ju + j%v, j2u + jv .

¢) Applications. En déduire les formules suivantes :

s =14 1,/38L 3 =1 —1,/3L
‘ 31 3 31 3
5 + 5 est I'unique racine réelle de X S+ X +1

o 1 1 s/7+21iv/3  3/7—21i\/3
2c08— =—5+3 ——— +t A ——
7 33 2 2

Indication. Utiliser la formule 2 cos(3z) = (2cosz)® — 3.(2cos z) .
Exercice 3 Méthode d’Euler pour les équations de degré 4
Soient p,q,r € C. Soit P(X) = X* + pX? +¢X +re C[X] .
a) Vérifier que si u, v, w vérifient :
u+v+w=—p/2

() § Vayiya = —q/8

—(u+v+w)?+ 4w + vw + vw) = —r
alors © = y/u + 4/v + y/w est racine du polynome P.

b) En déduire que si u, v, w sont les trois racines du polyndme :

T3 + gTZ + (%)T - (%)2

et si on choisit des racines carrées telles que y/ur/v\/w = —q/8 (justifier que c’est possible),
alors les racines du polynéme P sont :

N R R I TR N T R RS RN T VR R

¢) Application. Seulement pour les calculateurs motivés : trouver les racines du polynéme
Xt-XxX-1.
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