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Fiche de TD 4

Polynômes

Exercice 1 Soient A,B P QrXs. Trouver D “ pgcdpA,Bq et Q “ ppcmpA,Bq pour les poly-

nômes suivants. Trouver aussi à chaque fois U, V P QrXs tels que AU `BV “ D :

a) A “ X5 ` 1 et B “ X3 `X ` 1 .

b) A “ X3 `X2 `X ` 1 et B “ X3 ` 1 .

Exercice 2 Démontrer que pour tout corps K, l’anneau des polynômes KrXs a une infinité de

polynômes unitaires irréductibles.

Exercice 3 Factoriser les polynômes suivants sur C, sur R et sur Q :

X4 ` 1, X6 `X3 ` 1, X3 ´ 3X ` 1 .

Exercice 4 Trouver un polynôme rationnel de degré 4 qui annule
?

2`
?

3. Le factoriser sur R.

Exercice 5 Polynômes cyclotomiques

Soit n ě 1. On pose

ΦnpXq “
n

ź

k“1
pgcdpk,nq“1

pX ´ e
2ikπ
n q .

a) Calculer Φ1pXq, Φ2pXq, Φ3pXq, Φ4pXq, Φ5pXq.

b) Montrer que
ź

d|n

ΦdpXq “ Xn ´ 1 .

c) En déduire par récurrence sur n ě 1 que ΦnpXq P ZrXs.

d) En déduire aussi la formule : ΦnpXq “
ź

d|n

pXd ´ 1qµp
n
d q où µ est la fonction de Möbius.

Exercice 6 Soient m,n P Z. Montrer que

pgcdpXm ´ 1, Xn ´ 1q “ Xpgcdpm,nq ´ 1

a) en factorisant en produit de polynômes irréductibles dans CrXs ;

b) avec l’algorithme d’Euclide.

Exercice 7 Polynômes de Tchebychev

a) On définit par récurrence :

T0pXq “ 1, T1pXq “ X, Tn`1pXq “ 2XTnpXq ´ Tn´1pXq P ZrXs .

Calculer T2pXq, T3pXq, T4pXq.
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b) Montrer que @ n ě 0, @ t P R, Tnpcos tq “ cosnt et en déduire les racines de Tn.

c) En déduire que @m,n ě 1, Tn ˝ Tm “ Tm ˝ Tn.

d) Montrer que

@ n ě 1,@ t P R, sinnt “ Unpcos tq sin t

où si n ě 1, UnpXq “
T 1npXq
n .

Exercice 8 Critère d’Eisenstein

a) Soient A,B P ZrXs. Soit p un nombre premier. Montrer que si p divise tous les coefficients

du polynôme AB, alors p divise tous les coefficients de A ou bien tous les coefficients de B.

Indication. Vérifier que dans l’anneau Z{pZrXs, AB “ 0 ñ A ou B “ 0.

b) Si P P ZrXs, on note cpP q le pgcd de tous les coefficients du polynôme P . En déduire le

lemme de Gauss suivant.

Lemme. Soient A,B P ZrXs. On a cpABq “ cpAqcpBq.

c) Soit P pXq “ a0 ` a1X ` ... ` anX
n P ZrXs. On suppose qu’il existe un nombre premier p

tel que :

(i) p|a0, ..., an´1 ;

(ii) p|{an ;

(iii) p2|{a0.

Montrer que P est irréductible sur Q.

d) En déduire pour tout n ě 1 un polynôme irréductible sur Q.
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