L3 — analyse réelle 2023-2024

Licence de mathématiques
L3, parcours « enseignement » — analyse réelle
examen final
vendredi 22 décembre 2023
durée 2H
CORRECTION

Ni documents, ni calculatrices, ni téléphones, ni ordinateurs ne sont autorisés.
Exercice 1 Soit P(z) = 2® + 2% — 2z — 1.

En étudiant les variations de P, montrer que P a 2 racines réelles < 0 et une racine
réelle > 0.

P/(:L')=3:L’2+2:Jc—2docP’(x)>O©x<xloux>x201‘1x1=’1’\ﬁ<;v2=

”%ﬁ. On en déduit le tableau de variations de la fonction P.

X —0o0 x1 X2 +0o0
P'(x) + 0 — 0 +
P(z1) >0 +0o0
Pz —_— _—

En effet, 1y < -1 <0 <29 <0= P(z;) > P(-1)=1>0et 0> —1= P(0) >
P(Jfg)

Donc il existe trois racines z, 29, 23 avec :

21 < T < 29 < T <23

comme de plus, 71 <0 < z9, P(z1) > 0= P(z) > P(0) = -1 = 2, < 0.

donc z1,2z9 < 0 et z3 > 19 > 0.

Exercice 2 Donner le développement limité a l'ordre 6 en 0 de —1-. 1 =
cosx Cos T
1

p 6 .

On fait une « division selon les puissances croissantes ».
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Exercice 3 Soit
f: R\ —%} R
?In|l+ 2| siz#0, -2
TH———>

0 siz = 0.

a) Montrer que f est dérivable sur R\ {—2}.

La fonction f est dérivable en tout x # 0, —%. De plus au voisinage de 0 :

= z(In2 —In3—Inz + o(1))
=—zlnz+ z(In2 —1n3) + o(x)

=o(1)

car limzInz = 0. Donc f est dérivable aussi en 0 et f'(0) = 0.

x>0

b) La fonction f est-elle €' sur R\ {—3} 7
La fonction f est " sur R\ {0, —2} et

Vo 20, 2, f/(x) = (@*(n(3z +2) - In(32)))
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3 s
3r+2 3z
=—zlnz + O(x) — 0= 1(0)

x>0

= 2z(In(3x + 2) — In(3z)) + 2*(

)

donc f est €' sur R\ {—2}.

c) i) Montrer que lorsque |x| — +0o0, f admet un développement asymptotique

de la forme

c d 1
r) = ar+b+—-—+—5+o|—
/ )|z\—>+oo r P <x2>

ol a, b, c,d sont des constantes que 1'on déterminera.
En effet, In(1 + u) = u — “; + “; - % + o(u') au voisinage de 0. Donc

comme % — 0, lorsque |z| — 400,

|| —+00
2 2 8 4 1
_ 202 = - T
F@) =23, ~ o Yot 51 T o)
2 2 8 4 (1)
=—rx——-—+————+0(=) .
3 9 8lxr 8lz2 2

ii) En déduire que f admet une asymptote oblique en +oo.

Soit d la droite d’équation y = %x — %
s — oy + O(‘L%))xjrw = 0, la droite d est une

asymptote oblique de f.

Comme f(z) —y(z) =

iii) Quelle est la position du graphe de f par rapport a cette asymptote au
voisinage de —oo et au voisinage de +o0?

f@) —y(x) = &= +o(1) = o(f(x) — y(x))z — 3 >0, le graphe de f

81
—+00
est au-dessus de la droite d au voisinage de +00. De méme, le graphe est

en-dessous de 'asymptote au voisinage de —oo0.

iv) Que peut-on dire au voisinage de z = —% ?
Comme  lim f(z) = —oo, le graphe de f a une asymptote verticale
zo—3
w#:fg
. . 2 .. 2
d’équation x = —% au voisinage de —3.

d) Pour tout n > 1, soit

)y 2 2
n=nln(1 5! —1)"*ip 4+ 2
Up =N n( 2 + (—1) 37T g
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En utilisant la question c)i), étudier la nature de la série > u, (convergence
n

absolue, convergence, divergence, divergence grossiére).

En appliquant ¢ i) & 2 = (—1)n, on trouve

8 (-1)" 41 1
S5t s TG

(="

n

. wbried 1 .
Comme les séries Y, et >,,-, o,z convergent, > u, converge. De plus

| = |8<_1)n _ ii + 0(i)

81 n 81 n2 n?

81

~ —

8ln

la série >, _, |u,| étant de méme nature que la série >, _, 1

n>1 diverge.

Donc ), u, est semiconvergente.

Exercice 4 a) Montrer que V0 <z < 7,0 < xcosx < x.

b)

Vo<z<3,0<cosz<1l=0<mzcosr <u.

Soit 0 < uy < 5 On définit par récurrence

Vn=>=1, u,i1 = Uy COSU, .

Montrer que pour tout n > 1,0 <wu, < 3. Onal <u; < Jetsi0<u, <7,
alors
s
0 < un+1:un COS U, < Up < §

d'ouVn =1, 0 <wu, <7 par récurrence sur n > 1.

Montrer que la suite (u,),>1 est décroissante et converge vers 0. Soit n > 1.

Comme 0 < u,, < Upy1 = Uy COSU, < U, donc la suite est décroissante et

s
29
minorée (par 0). Donc lim, u,, = [ existe et [ > 0. Comme x — zcosz est

continue sur R,

limu,,1 = limu, cosu, =lcosl =1 .
n n

Ona0<l<wu <. doncl=Ilcosl=1I(1-cosl)=1=0.
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d) Calculer
, 1 1
im —
>0 g2cos’y @
et en déduire lim,, u—lr — u% Au voisinage de 0 :
n+1 n
1 1 1(1 x2+ (2%)) 1
x?cos?xr a2 a? 2 x?
1 2 2
29(1+x +o(z?) — 1)
=1+o0(1)
donc lirr(} m — %2 = 1. Comme limu, =0, on a
x>0
1 1 1 1
lim———a— — — =lim—5———=1.
" Un+1 Uy

M o2
noulcos?u,  u?
e) Soient (an)p>1, (bn)n>1 deux suites a termes réels > 0. On suppose que

an, ~ b, .
'I’L+wn

Montrer que si (3};_; a), diverge alors

k=1 k=1

Soit € > 0. Il existe N tel que

Vn=N, (l-¢ea, <b, <(1+¢€)a,

n

=Vn=N, (1—6)Zak< Zn:bké(lJre)Zak

=N k=N

k=N k
n N—-1 n N—-1 n
_ Dot b Dy b+ Dy i < Zak=1 bk " D= b
n - n = n n
k=1 Ok D1 Gk et @ Dop—y Ok
N—-1 n
k1 Dk Zk:N b
=~ n + n
et @k o Ok
N-1
_1 b
<Z2EL 24 (1+¢)
D1 Ok
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de méme

21 be _ bt b+ Dy i ZkN

22‘:1 Qg Zk 1 Ak Zk 1 0k

St

— (11—« DI
_a ><1 z)

Or, N étant fixé, comme lim > | ax = 400, on trouve :
) ’ n—4on k=1 ’

N-1

hmkilbkzh klak:O

n—+0o0 Zkz 1 Qp n—+0o0 Zk 1 ag

donc il existe N1 > N tel que

ZL by
D @k

C’est, vrai pour tout € > 0 donc h %" L= =1 et
—+00 2Zik=19%

n n
2, b~ D an
k=1 k=1

Vn=>=N;,1—2< <1+ 2¢.

f) Déduire des deux questions précédentes un équivalent de la suite (%) et un

équivalent de la suite (uy),. On a

. 1 1
lim —— — — = 1
e un-‘rl U,
1 1
Up41 Uy,

(car >3, 1 = n diverge)

1 1 1
= —_—— ~ N = ~ T
2 2 2
Upy1  UY Up 1
1
U
1
= Uy ~ ——
n



