2023-2024

L3 — analyse réelle

A propos des fractions continues

Définition. Si ay, ..., a, € Q>¢ et a,, # 0, on pose

1
[ag, ..., an] = ap + .

S
Qn

Proposition. Soient ay, ..., a, € Q=q. Si a, > 0, alors :

Ap
[ag, ..., an] = B,
ol
ag -1 ay -1
1 1
An = et Bn =
-1 -1
1 a, 1 a,

Démonstration : On raisonne par récurrence sur n = 0 en remarquant que

a0, 0] = g +
ag, .y | = ag + ———
[ai, ..., an]
et en développant le déterminant A,, par rapport a la premiére ligne! Q.e.d.
= [ag, ..., ay].

Théoréme 0.1 Supposons Vi, a; € N-g, alors posons Vn € N, x,

i) Pour tout n € N, xg < 9 < ... < Top < Topt1 < Top—1 < ... < Tq.

it) limy, Top 41 — o, = 0.
iii) Les suites (Top)nen €t (Toni1)nen convergent vers une méme limite notée :
1
[ag, ..., an, ...] = ap + ]
aq +
1
a9 +

as + .
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Démonstration

i) La fonction
1

1
CL1+$

x — [ag, a1, x] = ag +

est strictement croissante. On en déduit par récurrence sur n que pour tout

n pair, la fonction
[ag, ..., an]
est strictement croissante en la variable a,,.

On a donc

[a'07a17 "'aa2n] = [CLOa ceey [a2n—2aa2n—1aa2n]] > [CL(), "'aa'2n—2] .

<

~
>a2n—2

De méme pour la suite aux indices impairs.

De plus,

Ton+1 = [ao, "'7a2naa2n+1] = [ao, ooy [a2naa2n+1]] > [ao, "'7a2n] = Ton
—_———

>az2n
pour tout n.

ii) En développant les déterminants A,, et B, par rapport a leur derniére colonne,
on trouve :

An = anAn—l + An—2> Bn = aan—l + Bn—2

c-a-d avec des matrices :

An—l Bn—l I 0 An—2 Bn—2
a, 1 | as 1 Ay By
1 0 1 0 10 Ay By

aga; +1 ay
Qo 1

En prenant le déterminant, on trouve :

Aan,1 - Anlen = (_1)n71
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d’ou la formule :

o T Bin a anl B Ban,1 ‘

Puisque les a; sont des entiers > 0,ona B,, = a,B,_1+B,_2 = B,,_1+B,_2 =
B,, = n — 1 (par récurrence sur n).
Donc lim,, B,, = +o et

limz, —2,.1 =0 .
n

Q.e.d.

Remarque. Le théoréme reste vrai si on suppose seulement Vi, a; € N, Vi impair, a; >

Théoréme 0.2 Une bijection entre les suites d’entiers naturels et les

réels> 0
L’application
N . Ay
N™ - Rso, (@p)nex — a0, 1,a1,1, ..., 1, a,,1,...] := 117rln —
ot
1
1
A, = et B,, =

est une bijection strictement croissantelﬂ.

. On choisit l'ordre lexicographique sur NN c-a-d (a,) < (b,) ¢'il existe k = 0 tel que
VO<t<k,a; =0b; et ap < bg.
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Démonstration : L’application est bien définie car la suite [ag, 1, ..., a,, 1] est

décroissante et minorée par ag. De plus si tous les a; sont nuls, [0,1,0,1,...,1] =

2n chiffres

S

Voici la réciproque si x = 0.
Soit z = 0. On définit par récurrence. Soient yo := z et ag := E(x) m
Si les entiers ag, ..., a,_1 sont définis tels que

[ag, 1, ... 1, an 1] < x < [ag, 1,a1,1, ..., a,,1],
alors on choisit ¥y, € Rx( tel que

[(10, 17 vy Qp—1, 17 yn] =T

et on pose a, = E(y,).

Par construction, on a pour tout n € N :
lao, 1,...,1,a,] <z < [ag, 1,a1,1,...,a,,1]

= liyrln[ao, 1,..,1,a,] = liTILn[aO, 1, Layl]=x .

Q.e.d.

1. on note E(z) le plus grand entier < x.
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