L3 — analyse réelle 2023-2024

ao+...4+an

Théoréme. Soit (a,) une suite qui converge vers a. Alors lim,, 7=

= a.
Démonstration : Soit N € N.

ap+...+ap Qo+ ..+an—1 ay + ... +a,
n+1 n+1 n+1

Vn=>=N,

ag + ... +an—1 n—N+1
< +supap——
n+1 k=N n+1

ag + ... +any—
<= N1+supak,
n+1 k=N

. ap + ... +ay
= limsup —— < sup ai
n+1 k<N

ap+...+an
n+1

De méme, a = lima,, = liminf a,, < lim inf

< limsup a,, = lima,, = a.
n+1

lim sup @F=mn = Jim %0F=ttn = g, Q.e.d.

en faisant N — oo, on obtient lim sup

agt..+an __

Donc lim inf P

Remarque. Le theoréme reste vrai si a = +o0.

Lemme. Soient (a,) et (b,) deux suites convergeant vers respectivement a,b €

R. Alors :
aobn + albn,l + ...+ CLnbo

lim =ab .
n n+1
i . : bp+a1bp_1+...Fanb .
Démonstration : Soit ¢, = 2224 Z+11+ a2 Soit N € N.

by, +bp1+ ... + by N (ap — a)b, + ... + (ay_1 — a)by_N11

v >N7n:
" ¢ “ n+1 n+1

(any —a)bp_n + ... + (a, — a)by
+
n+1

=V N, limsup ¢, < ab+ sup |a, — a|sup |by|
n=N k

Donc si on fait N — oo, on obtient
limsupe, < ab .
De méme, ab < liminf ¢,,. Donc

liminf ¢, = limsupc¢, = lime, = ab .
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Q.e.d.

Théoréme.

Soient (ay,), (by) deux suites.

On pose Y, ¢, = D op_o arbn_i et Cp, = co + ... + cy.

Si Y, a, converge vers A et si >, b, converge vers B, alors

o Co+...+0C,
hm—=
n n+1

AB .

Corollaire. Si Y| a,, >, bs, >, ¢, convergent vers respectivement A, B, C,
alors A = BC.
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