
L3 – analyse réelle 2023-2024

Théorème. Soit panq une suite qui converge vers a. Alors limn
a0`...`an

n`1
“ a.

Démonstration : Soit N P N.

@ n ě N,
a0 ` ...` an

n` 1
“

a0 ` ...` aN´1
n` 1

`
aN ` ...` an

n` 1

ď
a0 ` ...` aN´1

n` 1
` sup

kěN
ak

n´N ` 1

n` 1

ď
a0 ` ...` aN´1

n` 1
` sup

kěN
ak

ñ lim sup
a0 ` ...` an

n` 1
ď sup

kďN
ak

en faisant N Ñ 8, on obtient lim sup a0`...`an
n`1

ď lim sup an “ lim an “ a.
De même, a “ lim an “ lim inf an ď lim inf a0`...`an

n`1
.

Donc lim inf a0`...`an
n`1

“ lim sup a0`...`an
n`1

“ lim a0`...`an
n`1

“ a. Q.e.d.

Remarque. Le thèorème reste vrai si a “ ˘8.
Lemme. Soient panq et pbnq deux suites convergeant vers respectivement a, b P

R. Alors :
lim
n

a0bn ` a1bn´1 ` ...` anb0
n` 1

“ ab .

Démonstration : Soit cn “ a0bn`a1bn´1`...`anb0
n`1

. Soit N P N.

@ n ě N, cn “ a
bn ` bn´1 ` ...` b0

n` 1
`
pa0 ´ aqbn ` ...` paN´1 ´ aqbn´N`1

n` 1

`
paN ´ aqbn´N ` ...` pan ´ aqb0

n` 1

ñ @N, lim sup cn ď ab` sup
něN

|an ´ a| sup
k
|bk|

Donc si on fait N Ñ 8, on obtient

lim sup cn ď ab .

De même, ab ď lim inf cn. Donc

lim inf cn “ lim sup cn “ lim cn “ ab .
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Q.e.d.

Théorème.
Soient panq, pbnq deux suites.
On pose @ n, cn “

řn
k“0 akbn´k et Cn “ c0 ` ...` cn.

Si
ř

n an converge vers A et si
ř

n bn converge vers B, alors

lim
n

C0 ` ...` Cn

n` 1
“ AB .

Corollaire. Si
ř

n an,
ř

n bn,
ř

n cn convergent vers respectivement A,B,C,
alors A “ BC.
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