Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre d’automne 2022-2023
Analyse Réelle, L3 Mathématiques pour ’enseignement 2 novembre 2021. Durée : 1h30

Controle Continu

La justification des réponses et un soin particulier de la présentation sont demandés et pris en compte

lors de la notation.

In2
Exercice 1. (2,5pts) Montrer que 111—3 est irrationnel.
n
Exercice 2. (2,5pts)
Soit A C ]0, +o0], on note
1
={—;z e A}
Lirea)

SN

1 1
Montrer que sup <A> = A
in

Exercice 3. (3 pts) Etudier la convergence et chercher dans le cas échéant les limites des suites suivantes

(Up)pn O :
Lou, = (1-2)m,
2. up, = (n+2)3 —n3 pour n € N.

Exercice 4. (7pts) Soient a et b deux réels strictement positifs tel que a < b. Soient (ap)n>0, (bn)n>0

les suites définies par :

b
a=a ct bo=b et n €N, ani1 = /anbn, an:“”; n

1. (1pt) Montrer que Vn € N, 0 < a,, < by,.
2. a. (Ipt) Montrer que Vn € N, b,11 — apy1 < bn*T“n
b. (1,5pt) En déduire par récurrence, que Vn € N, 0 < b, — a,, < bQ—Ttl_

3. (3pts) Montrer que les suites (a,)n et (bn), sont adjacentes. Que peut-on déduire pour la conver-

gence de ces deux suites ?

Exercice 5. (6,5pts) Etudier la nature de la série de terme général u, dans les cas suivants (Z Up

n
absolument convergente, semi-convergente, divergente, grossierement divergente ?) :

1. (1,5pts) u, = ne V™ pour n > 0,

2. (1,5pts) up, = (—1)" " "V™ pour n > 0,

(=1)"
3. (2pts) u, = ——5~ pour n > 2,
n

7
7L2
4. (1,5pts) up = ﬁ pour n € N*,

n



Correction def I’Exercice 1 : |
n?2 n?2
Montrons que 3 est irrationnel. Par I'absurde, supposons que 3 € Q, il existe alors p € N, ¢ € N*
n
n2 p

tel -.
el que ; = 5 =

On a alors pln3 = ¢In2. En appliquant exponentielle & cette égalité, on obtient
3P — eplnS eqln2 29
On a alors 2 divise 3P absurde car 2 et 3 sont premiers entre eux et donc pour tout k,1 € N*, 2% et 3

sont premiers entre eux.

In2
P ite, — .
ar suite, m3 ¢Q

Correction de I’Exercice 2 :

Soit A C ]0, +o0], on note

1 1

L {LireA)

A {m ’ }
Montrons que sup(%) = — avec la convention 3 = 4oc.

Notons que comme A CJ0, +oo], alors 0 < inf A < +o0.

i) Montrons que ; f + est un majorant de
On a pour tout z € A, x > 0 car A CJ0 ,+oo[ et x > inf A > 0 (avec z > inf A si inf A = 0) et
donc 0 < L < - ( = 400 si inf A = 0).

D’ou in% 4 est un majorant de %
ii) lére méthode :
1
Montrons qu'il existe une suite (zy,), d’éléments de % telle que limx, = ——
n

in
D’apres la caractérisation séquentielle de inf A, il existe une suite (ay,), d’éléments de A tel que

1 1 1 1
lima, = inf A. La suite <> est une suite d’éléments de + 7 et on alim — = - = -
n an /), n Qn hTILn a, infA

(de méme avec la convention & = 4o00).

2¢éme méthode : Soit M un majorant de % dans R (0 < M < oo car & CJ0, 4o0]).
OnaalorstEA,()<%gMavecO<l<MsiM:+oo
Par suite, Vo € A, z > ﬁ avec T > 37 si M = +o00. D’olt ; est un minorant de A.

Comme inf A est le plus grand minorant de A, on déduit que ﬁ <inf A et donc M > ﬁ.

Conclusion : i) et ii) nous donnent que ; f + est le plus petit majorant de % et par suite c’est Sup(%).

Remarque : Notons qu’on aurait pu remarquer au début que si inf A = 0, ﬁ = +o00 (par convention)
alors % n’est pas majorée et donc sup(%) =+o0 = ﬁ. En effet, % n’est pas majorée car par exemple,
1
comme inf A = 0, il existe une suite (ay), d’éléments de A tel que lima,, = 0. La suite <> est une
n an ),
1

suite d’éléments de % et on a lim — = — = +00.
n a, lima,
n

Correction de I’Exercice 3 :

1w, =(1— %)” = enln(-3),
Comme In(1+wu) YU ona In(1-42) fod —1 (caru=1 o 0) et donc nIn(1—12) fod -1 o
1
—1. Comme exponentielle est continue, on déduit alors que lim u, = lim e" n(1-3) — ¢l e R,
n n

Donc (uy)r, converge dans R vers | = e~! =1,



2
uy, = (n+ =) —n?

n
12
=n*+ S5 +6n+— —n
n n
8 12
n n
—  +oo.

n——+o00

(On a utilisé le fait que pour tout a,b € R, (a + b)® = a® + b3 + 3a%b + 3ab?.)

Par suite, la suite (uy), diverge (lim u, = +00).
n

Correction de ’exercice 4
1. Montrons que Vn € N, 0 < a,, < by,.
OnalO<ag=a<by=nh
Montrons que Vn > 1, a, < by,.
On a pour tout n > 0,(y/ay — vVbn)? = an + by — 2v/anb, >0 .

On déduit alors que pour tout n > 0, 0 < ant1 = Vanby, < %(an +0by) = byt i.e. pour tout n > 1,

0<an <b,.
Par suite, Vn € N, 0 < a,, < b,

2. a. Montrons que Vn € N, 0 < b, 41 — ap41 < b”%“”.

OnavneN, by11— a1 = %(an + b)) — Vapb, < %(an + b)) — ana, = %(bn —ap) ouon a

utilisé le fait que a,, < b, et donc /a,, < \/by,.

b. Montrons maintenant par récurrence que Vn € N, 0 < b,, — a,, < b;—na.

b—a
20+

Hérédité : Supposons que 0 < b, —a, < I’Q_—n“ pour n > 0 et montrons que 0 < by, 11 —ap41
11

Initialisation : vraie pour n =0car b —a =

On a d’apres a. et Phypothese de récurrence, Vn € N, 0 < b1 — angq < b"%“” <
b—a

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, on déduit que Vn € N, 0 < b,, — a,, < %2,

2TL
3. Montrer que les suites (an)n et (by), sont adjacentes.

i) Montrons que (ay), est croissante.

22n —

On a pour tout n € N, apt1 — an = Vapby, — an > /a2 — ap = ap — a, = 0 car by, > a, >0

pour tout n € N.
On déduit alors que pour tout n € N, a,, < ap41 et donc (ay), croissante.

ii) Montrons que (by,), est décroissante.

On a pour tout n € N, b,41 — b, = %(an +bp) — by = @ < 0 car a, < b, pour tout n € N.

On déduit alors que pour tout n € N, b,+1 < by, et donc (by,),, est décroissante.
b

—a
iii) Comme d’apres 2.b., on a Vn € N, 0 < b, — a, < %52 avec lim on = 0, on déduit alors que
n

271/
lim(b, — a,) = 0.
n

Conclusion : D’apres i), ii) et iii), les suites (ay)n et (bn), sont adjacentes et donc converge vers

la méme limite [ € R et on a pour tout n € N, 0 < a, <1 < b,.

Correction de I’Exercice 5 :



1. u, = ne~Vn pour n > 0. On a

eV — o
vneN, 0<u,=ne = 0(n2) (1)
n3
car lim n?u, = lim —= = 0 par croissance comparée.
n n evn
Comme Z 3 est une série de Riemann convergente car & = 2 > 1, on déduit de (2) que Zun
n>1 n

converge (absolument).
2. up = (—1)"e V" pour n > 0.

Convergence absolue de E Up

n
lére méthode :

1 141
OnaVneN, |uy|» =e HE S loelen
n—+oo €
Comme e~ ! < 1, on déduit alors de la Regle de Cauchy que Z |up| converge i.e. Z Uy, converge
n n

absolument et donc en particulier converge.

2éme méthode :

1
_ *n+\/ﬁ _
VneN, 0<]u,| =e = 0(—n2) (2)
9 n?
car lim n*|u,| = lim = ar croissance comparée.
n ’ n| n en—vn 0p P
En effet . n?_ _ 1 — 0.

n—n e\/ﬁ(\/ﬁ_l_mﬁ) n—-+oo

1
Comme g — est une série de Riemann convergente car o = 2 > 1, on déduit de (2) que E [t |
n
n

n>1
converge i.e. Z uy, converge absolument et donc en particulier converge.
n
(="

3. up = ——5— pour n > 2.

n
Convergence absolue de Zun :

On a

_ 2
e 1

2
car - —
n nVn pstoo

.. . . . .
Comme g — diverge, série de Riemann avec a = 1, on déduit alors que g |u,| diverge et donc
n
n>1 n
g u, ne converge pas absolument.
n>2

Convergence de E Up

n

Zun est une série alternée car (—1)"u, = — > 0 pour tout n > 2 donc garde un signe

n
constant. De plus,

: _ 1
i) Vn, ]un]fn_% nj_ooo
et



ii) (|un|)n>2 décroissante car (n), croissante et (—%) croissante

En effet, on a Vn > 2,0 < /n < v/n + 1 (car t — v/t est croissante sur R*), ce qui nous donne

2

0<\/— %etdon60<—ﬁ§m.

On obtient alors Vn € N*, 0<n—7§n— 3+1§n+1—\/%.
Par suite, 0 < 1 < 1.

ntl-Zs = -

Z
On a montré que Vn € N*| |up41| < |uy,| et donc (|uy|)n décroissante.

Remarque : Pour montrer que (|uy|)n>2 est décroissante, on aurait pu montrer que f : z —
T — % est croissante sur [2, +-o00[ (méme strictement croissante), car f est C! sur [2, +oo[ avec
fl(x) =1+ f >0, Vo > 0 On obtient alors Vn > 2, 0 < f(2) < f(n) < f(n+1) et donc

Vn > 2, |upt1] = W < f( = |uy| i.e. (Jup|)n décroissante.

On aurait pu aussi montrer directement que g : z — est décroissante sur [2, +o0l.

Ve
Conclusion : On déduit du CSSA que Z Uy, converge.

2

2n
m pour n < N*

On a u, > 0 pour tout n € N*, on peut donc appliquer D’Alembert.

4. u, =

— D20 g
Vn > 1, Untl _ (n—1) = —o(nt1)Pon® S l=400>1
Up n! n n n n—+oo

22n+1

par croissance comparée .

Comme [ = +00 > 1, on déduit alors de la regle de D’Alembert que Z uy,, diverge grossierement.

n



