L3 — analyse réelle 2023-2024

Inégalité de Bernoulli

Proposition. Pour tout z > 1, pour tout entier n > 1, (1 + )" > 1 + nz.

Démo. Par récurrence sur n > 1. Si n = 1 c’est facile.

Supposons que Vo = —1, (14+2)" > 1+ nx. Alorssiz > —1,0on a :
(1+2)""'=1+z)1+2)" > (1 +2z)(1+nzx)
par hypothése de récurrence et car 1 + x > 0. Donc
1I+2)" ' >1+n+Dz+n*=>1+(n+ 1)z

ce qui achéve la récurrence.

Corollaire 1. Si 0 < |¢| < 1, alors lim,, ¢" = 0.
Démeo. Siq#O,soitx=ﬁ—1>O.
Soit € > 0. D’aprés I'inégalité de Bernoulli :

1 - 1
(1+2) ~ 14+nz

Vn=1,|q" =

Or, il existe N tel que 1 + Nx > % Alors :

1 1
< <
1+ nx 1+ Nz

Vn=N, |q" < € .

Corollaire 2. Soit x € R, il existe N € N tel que la suite (1 + %);N est
croissante.

Démo. Soit u, = (1+ £)". Soit N > 2|z|. Soit n > N. On a :

Up+1 o (1 + ni—',-l)'rH—1
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T n+1
:<1+§> 1+ o
n 1+2

n

- (1 + %) ((Z(Z Ir)(lntrxi))nﬂ

or, n(n+1+x) = (n+1)(n+x)—x. Donc :

UZ: - <1+%) (1_ (n + 1)~"U<n+x))n+l

= <1+%> (1_(n+1)(n+1)x(n+x))

d’aprés I'inégalité de Bernoulliff]
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