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Cours d’analyse réelle
L3 maths pour l’enseignement

1 Construction de R

Définition. Soit pxnq P QN une suite de rationnels. On dit que c’est une suite
de Cauchy si @ ε P Q 0, DN P N, @m,n ě N, |xm ´ xn| ă ε.

Exemples. La suite 1` 1
1!
` ...` 1

n!
est de Cauchy

Exercice. Toute suite de Cauchy est bornée.
Exercice. Toute suite croissante majorée est de Cauchy.
Soit C l’ensemble des suites de Cauchy de QN. On vérifie que si x “ pxnqn, y “

pynqn P C, alors x` y “ pxn ` ynqn, xy “ pxnynqn aussi.
Soit N l’ensemble des suites x “ pxnq P QN qui tendent vers 0. †

Si x P C, on pose 9x :“ x`N “ tx` u : u P N u.
On pose R :“ C{N “ t 9x : x P Cu.

1.1 Inclusion de Q dans R

Si r P Q, on note r “ pr, r, ...q la suite constante égale à r.

Proposition 1.1 L’aplication QÑ R, r ÞÑ 9r est injective.

Notation. On identifiera r P Q avec la classe 9r P R.

1.2 Opérations sur R

Si x, y P C, on pose 9x` 9y :“

.
hkkikkj

x` y , 9x 9y :“

.
hkkikkj

xy .

Proposition 1.2 Les opérations ` et ¨. sont bien définies et pour ces opérations
pR,`, ¨q est un corps.

Démo. Soit x P C. Si x R N , comme x est de Cauchy, il existe ε ą 0 et N P N

tels que @n ě N, |xn| ě ε. Quitte à ajouter une suite nulle à partir du rang N , on
peut supposer que @ n P N, |xn| ě ε.

On a alors 9x´1 “

.
hkkikkj

p
1

xn
qn .

†. c-à-d @ ε P Qą0, DN P N, @ n ě N, |xn| ă ε.
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1.3 Relation d’ordre sur R

Si 9x, 9y P R, on note 9x ď 9y si :

D u P N , @ n P N, xn ` un ě yn .

Proposition 1.3 i) La relation ď est une relation d’ordre total sur R.

ii) pR,`, ¨,ďq est un corps ordonné archimédien. †

iii) Q est dense dans R au sens où @ 9x ă 9y dans R, D r P Q, 9x ă r ă 9y.

1.4 Borne supérieure

Définition. Soit pE,ďq un ensemble totalement ordonné. Soit A Ď E on dit
que M P E est un majorant de A, resp. m P E est un minorant de A, si @ a P
A, a ďM , resp. @ a P A, a ě m.

On dit que s P E est une borne supérieure de A si

1) s est un majorant de A
et

2) pour tout majorant M de A, s ďM .

On dit que i P E est une borne inférieure de A si

1) i est un minorant de A
et

2) pour tout minorant m de A, i ě m.

Notation. S’ils existent, supA :“ s, inf A :“ i.
On dit que pE,ďq a la propriété de la borne supérieure, resp. la propriété de la

borne inférieure, si toute partie non vide majorée de E admet une borne supérieure,
resp. si toute partie non vide minorée de E admet une borne inférieure.

Exercice. Si pE,ďq a la propriété de la borne supérieure, alors il a aussi la
propriété de la borne inférieure.

Solution. inf A “ suptminorants deAu.
Exemples et contre-exemples.

†. Un corps ordonné est un corps pK,`, ¨q avec un ordre total ď tel que 1) @ z P K, x ď y ñ
x` z ď y` z ; 2) @ z ě 0, x ď y ñ xz ď yz. Un corps ordonné archimédien est un corps ordonné
pK,`, ¨,ďq tel que @ x P K,@ y ą 0, D n P N, ny “ y ` ...` y

loooomoooon

n fois

ě x.
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inft
1

n` 1
: n P Nu “ 0, supt

n
ÿ

k“0

2´k : n P Nu “ 2

Les ensembles

tx P Q : x2 ă 2u,

#

n
ÿ

k“0

1

k!
: n P N

+

n’ont pas de bornes supérieures dans Q.

1.5 R est complet

Proposition 1.4 L’ensemble ordonné pR,ďq vérifie la propriété de la borne su-
périeure et donc aussi la propriété de la borne inférieure.

Démonstration : Soit H ‰ A Ď R une partie majorée ; Soit m0 P Q un
majorant de A. Soit l0 P Q qui n’est pas un majorant de A.

On définit par récurrence :

@ n P N, mn`1 :“

$

&

%

mn`ln
2

si mn`ln
2

majore A

mn sinon.

et ln`1 :“

$

&

%

ln si mn`ln
2

majore A
mn`ln

2
sinon.

On vérifie que @ n P N, ln,mn P Q, ln ď mn et que la suite plnq est croissante
et la suite pmnq décroissante.

Pour tout n P N, mn ´ ln “
m0´l0
2n

donc :

@ n P N, ln ď ln`1 ď mn`1 ď mn

ñ 0 ď mn ´mn`1 ď mn ´ ln “
m0 ´ l0

2n
.

.
D’où :

@ k ą n, mk ´mn “

k´1
ÿ

i“n

mi ´mi`1 ď

k´1
ÿ

i“n

2´ipm0 ´ l0q
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ď

8
ÿ

i“n

pm0 ´ l0q2
´k
“ pm0 ´ l0q2

´n`1 .

Donc la suite pmnq est de Cauchy. De même pour la suite plnq.
On a 9m “ 9l P R.
Vérifions que 9m est une borne supérieure pour A.
Soit a P A. Alors pour tout n, mn ě a, car mn est un majorant de A.
Donc 9m ě a (exo).
Donc 9m est un majorant de A.
Réciproquement, soit M un majorant de A. Alors pour tout n, ln ă M car ln

n’est pas un majorant de A.
On en déduit que 9l “ 9m ďM .
Donc 9l “ 9m est bien le plus petit majorant de A.

Q.e.d.

Corollaire. Toute suite croissante majorée dans R converge dans R †. De
même, toute suite décroissante minorée dans R converge dans R.

Démonstration : Si pxnq P RN est une suite croissante majorée, alors
limn xn “ suptxk : k P Nu. Q.e.d.

Proposition 1.5 Toute suite de Cauchy ‡ dans R converge.

Démonstration : La suite pxnq est de Cauchy donc bornée (exo). Pour tout
n P N, soit xn “ suptxk : k ě nu et xn “ inftxk : k ě nu.

La suite pxnq est décroissante et la suite pxnq est croissante (exo). De plus,

@ n, xn ď xn ď xn .

Les limites l1 “ limn xn et l2 “ limn xn existent dans R.

†. Définition. Si pxnq P RN, on dit que pxnq converge vers l P R, noté limn xn “ l P R, si :

@ ε ą 0, DN P N, @ n ě N, |xn ´ l| ă ε .

‡. Définition. Une suite réelle pxnq P RN est de Cauchy si :

@ ε ą 0, DN P N, @m,n ě N, |xm ´ xn| ă ε .
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Soit ε ą 0. Comme la suite pxnq est de Cauchy,

DN P N, @m,n ě N, |xm ´ xn| ă ε .

Donc @m,n ě N, xm ´ xn ă εñ @ n ě N, xN ´ xn ď εñ xN ´ xN ď ε.
Or, la suite pxn ´ xnq est décroissante donc :

@ n ě n, xn ´ xn ď εñ l1 ´ l2 ď ε .

C’est vrai pour toute ε ą 0 donc 0 ď l1 ´ l2 ď 0ñ l1 “ l2.
Donc limn xn “ l1 “ l2 existe dans R. Q.e.d.
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