
L3 – analyse réelle 2023-2024

Un exemple de suites adjacentes et définition de l’exponentielle

Soit x ě 0, soit N ě |x|. Pour tout n ě N , on note :

enpxq “

´

1 `
x

n

¯n

, Enpxq “
1

`

1 ´ x
n

˘n .

Proposition.

i) @ n ě N, enpxq ď Enpxq.
ii) La suite penpxqqněN est croissante et la suite pEnpxqqněN est décroissante.
iii) limn Enpxq ´ enpxq “ 0.

On notera epxq :“ limn enpxq “ limnEnpxq.
Démonstration :

i) enpxq ď Enpxq ô p1 ` x
n

qnp1 ´ x
n

qn ď 1 ô p1 ´ x2

n2 qn ď 1.

ii) Montrons que pEnpxqqněN décroît.
Si n ě N , alors

Enpxq

En`1pxq
“

1
p1´ x

n
qn

1
p1´ x

n`1
qn`1

“
p1 ´ x

n`1
qn`1

p1 ´ x
n

qn

“

ˆ

1 ´ x
n`1

1 ´ x
n

˙n`1

p1 ´
x

n
q

or,

1 ´ x
n`1

1 ´ x
n

“
pn ` 1 ´ xqn

pn ´ xqpn ` 1q
“

pn ´ xqn ` n

pn ´ xqpn ` 1q
“

pn ´ xqpn ` 1q ´ pn ´ xq ` n

pn ´ xqpn ` 1q

“ 1 `
x

pn ` 1qpn ´ xq
.

Donc d’après l’inégalité de Bernoulli :

Enpxq

En`1pxq
“ pq

n`1
p1 ´

x

n

ě p1 `
x

n ´ x
qp1 ´

x

n
q “ 1 .
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iii) Pour tout n ě N , on a :

0 ď Enpxq ´ enpxq “
1

p1 ´ x
n

qn
´ p1 `

x

n
q
n

“
1 ´ p1 ´ x2

n2 qn

p1 ´ x
n

qn

or, d’après l’inégalité de Bernoulli,

p1 ´
x2

n2
q
n

ě 1 ´
x2

n

donc :
0 ď Enpxq ´ enpxq ď

x2

n
Enpxq ď

x2

n
ENpxq ÝÑn8 0 .

Q.e.d.

Lemme. Soit pxnq une suite réelle qui converge vers x P R. Alors

lim
n

p1 `
xn

n
q
n

“ epxq .

Démonstration : Comme la suite pxnq converge, il existe N ą supn |xn|`|x|.
Si n ě N , on a :

p1 ` xn

n
qn

enpxq
“

ˆ

n ` xn

n ` x

˙n

“

ˆ

1 `
xn ´ x

n ` x

˙n

ě 1 `
n

n ` x
pxn ´ xq ÝÑn8 1

en utilisant l’inégalité de Bernoulli.
Mais on a aussi :

p1 ` xn

n
qn

enpxq
“

ˆ

1 `
xn ´ x

n ` x

˙n

ď
1

`

1 ´ xn´x
n`x

˘n

ď
1

1 ´ nxn´x
n`x

ÝÑn8 1

en utilisant encore l’inégalité de Bernoulli. Q.e.d.
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Proposition. @ x, x1 P R, epxqepx1q “ epx ` x1q.
Démonstration : On a

enpxqenpx1
q “

ˆ

p1 `
x

n
qp1 `

x1

n
q

˙n

“

˜

p1 `
x ` x1 ` xx1

n

n

¸n

.

Or, limn x ` x1 ` xx1

n
“ x ` x1 donc d’après le lemme précédent,

lim
n

enpxqenpx1
q “ epx ` x1

q .

Q.e.d.
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