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Les réponses devront être rédigées et argumentées clairement et soigneusement.
Le sujet comporte quatre exercices indépendants.

Exercice 1. Les questions 1, 2 et 3 sont indépendantes.
n désigne un entier ≥ 1.

(1) (Question de cours) On note 〈·, ·〉 le produit scalaire hermitien canonique sur Cn. Soit
A ∈Mn(C) une matrice hermitienne. Montrer que ses valeurs propres sont réelles.

(2) On considère l’application ϕ sur Cn[X]×Cn[X] qui à P =
∑n

k=0 pkX
k et Q =

∑n
k=0 qkX

k

associe

ϕ(P,Q) =
n∑

k=0

pkqk

Montrer que ϕ est un produit scalaire hermitien sur Cn[X].
(3) On considère la forme quadratique q : R3 → R, (x, y, z) 7→ xy − yz + xz.

(a) Écrire la forme q comme la somme de carrés de formes linéaires indépendantes en
utilisant la réduction de Gauss.

(b) En déduire la signature et le rang de q.

Exercice 2. On note E = R3 et Be = (e1, e2, e3) la base canonique de E. On définit sur E la
forme quadratique q par son expression dans la base canonique :

pour tout x = x1e1 + x2e2 + x3e3 ∈ E, q(x) = (x1 + x2 − 3x3)
2 + 2(x2 + x3)

2 + 4x23

On note f : E × E → R la forme polaire de q.
On définit les formes linéaires `1 : E → R, `2 : E → R et `3 : E → R par :

pour tout x = x1e1 + x2e2 + x3e3, `1(x) = x1 + x2 − 3x3, `2(x) = x2 + x3, et `3(x) = x3

(1) Montrer que (`1, `2, `3) est une base de E∗.
(2) Déterminer une base Ba = (a1, a2, a3) de E orthogonale pour f .
(3) Déterminer la matrice A de f relativement à la base Ba de E.
(4) On note B la matrice de f relativement à la base Be de E. Déterminer une matrice P

telle que B = P tAP . En déduire la matrice B.
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Exercice 3. On munit R4 du produit scalaire canonique. On définit

H = {x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 |x1 + x2 + x3 + x4 = 0}
(1) Déterminer l’orthogonal de H.
(2) Soit x ∈ R4, donner une expression explicite de la distance d(x,H) de x à H.

Exercice 4. Soit n ∈ N∗. On munit Rn du produit scalaire canonique 〈·, ·〉. On note
B0 = (e1, . . . , en) la base canonique de Rn. On note Sn(R) l’ensemble des matrices symétriques
réelles de taille n. Pour tout A ∈ Sn(R), on définit la forme quadratique

qA : Rn → R, x 7→ 〈x,Ax〉
et la forme bilinéaire

ϕA : Rn × Rn → R, (x, y) 7→ 〈x,Ay〉
(1) Soit A ∈ Sn(R). Montrer que ϕA est la forme polaire associée à qA.
(2) Soit A,B ∈ Sn(R). Montrer que A = B si et seulement si qA = qB.
(3) Dans la suite de l’exercice, on fixe A,B deux matrices symétriques. On suppose que les

valeurs propres (λ1, . . . , λn) de A sont toutes strictement positives.
(a) Justifier qu’il existe une base B = (v1, . . . , vn) de Rn orthonormée pour 〈·, ·〉 et telle

que pour tout k = 1, . . . , n, Avk = λkvk.
(b) Montrer que la base B est orthogonale pour ϕA. En déduire qu’il existe une base
B′ = (u1, . . . , un) orthonormée pour ϕA et constituée de vecteurs propres de A.

(c) En déduire qu’il existe une matrice Q inversible telle que QtAQ = In.
(d) Montrer qu’il existe une matrice D diagonale et une matrice U orthogonale telles

que QtBQ = UDU t.
(e) On note P = U tQ−1. Montrer que

A = P tP et B = P tDP

(f) En déduire qu’il existe une base de Rn qui est à la fois orthonormée pour ϕA et
orthogonale pour ϕB.


