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Exercice 1 (/4 pts)

On rappelle le critere de Sylvester : une matrice symétrique réelle est définie positive si
et seulement si tous ses déterminants principaux sont strictement positifs.

Soit n > 1 un entier. On considere la matrice A € M,,(IR) suivante

2 -1 0 0
-1 2 -1
0 -1 2

o
0 -1 2

et on note D,, son déterminant.
1) a) Calculer Dy et Ds.

b) Montrer que D,, = 2D,,_y — D,,_5 pour n > 3.
2) a) En déduire que la suite (D,,) est croissante.

b) En déduire que D,, > 0 pour tout n > 1.
3) Montrer que A admet une décomposition de Cholesky et donner cette décomposition
(vous devez expliquer votre démarche et prouver la validité de votre décomposition pour
tout n).

Exercice 2 (6 pts)
On considere la matrice B et le vecteur b suivants :

2 -1 2
B=1|1 2|, b=]|1
1 1 4

1) Déterminer I’ensemble des solutions exactes du systeme Bz = b.
2) Montrer a 'aide de I’équation normale que le systeme Bx = b admet une unique
solution au sens des moindres carrés. Calculer cette solution.
3) a) Calculer la décomposition en valeurs singulieres de B

b) Calculer le pseudo-inverse de B et montrer qu’il permet de retrouver la solution
calculée a la question 2

4) Montrer que le vecteur

(5
"\13
est le projeté orthogonal de b sur Im B.

5) Comment retrouve-t-on ainsi la solution des moindres carrés?



Exercice 3 (6 pts)
Soit la matrice

O:

— = N
=N
O —

1) Montrer que C' est diagonalisable.

2) Diagonaliser C' avec une matrice de passage orthogonale.

3) En déduire sans calcul la décomposition en valeurs singulieres de C.
4) Justifier que C' admet une décomposition QR et en calculer une.

5) En déduire sans calcul la factorisation de Cholesky de C*C.
Exercice 4 (4 pts)

Soient m < n € IN*. Soit A € M,,,(IR) une matrice de rang m. On considere sa
décomposition en valeurs singulieres

A=V DU".

1) a) Montrer que DD* est inversible.
b) Montrer que DT = D*(DD*)~*.

2) a) Montrer que AA* est inversible.
b) Montrer que AT = A*(AA*)~1.

3) On considere maintenant B € M, (IR) quelconque. Montrer, en utilisant la décomposition
en valeurs singulieres, que B peut étre décomposée en

B=5Q,

ou S est symétrique réelle positive et ou () est orthogonale.



