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Exercice 1 Question de cours

1. On montre cette propriété par récurrence sur k € N.
Initialisation : comme ¢(0) € N, on a ¢(0) > 0.
Hérédité : soit k € N. Supposons que ¢(k) > k. Comme ¢ est strictement croissante et a
valeurs entieres, on a alors p(k+1) > (k) +1 >k + 1.

2. Considérons une suite extraite (uyk))ren, o, par définition, ¢ est une fonction strictement
croissante de N dans N.
Soit € > 0. Comme (u,),en converge vers £, il existe ng € N tel que pour tout n > ng,
[ty — €] < €. Soit k > ng. Alors, p(k) > k > ng donc |ugpy — €| < e.
On a ainsi montré que

Ve > 03dng € NVE > ng jugm — €] <e,

c’est-a-dire que la suite extraite (uy(k))ren converge vers /.

Exercice 2 Le calcul d’une intégrale par un changement de variable On pose t =

dz
v —1, alors dt = % ainsi, si on note I l'intégrale a calculer, on a :

3 9t 3 dt
I:/Q (t2—1)tdt:2/2 t+1)(t—1)

:2/23%(%+t_%) dt = [In(t — 1) — In(t + 1)]3

:ln2—ln4—(1n1—ln3)=—1n2+1n3:ln;

Exercice 3 Etude d’une suite. Détermination de la borne inférieure et de la borne
supérieure d’une partie.

1. Soit z €]0, 1].
La fonction sinus est continue sur [0, z] et dérivable sur |0, z[ de dérivée cosinus, donc par
le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]0, z[ tel que sinz — sin 0 = cos ¢(z — 0).
Comme sin 0 = 0, on conclut.

2. Soit = €]0, 1]. Par la question précédente, il existe ¢ €]0, x| tel que sin x = x cos c. Comme
¢ €]0,z[C]0, 27, on a cosc < 1. De plus > 0, d’ou x cosc < z et ainsi sinz < z.

3. Montrons le résultat par récurrence sur n € N.
Initialisation : comme ug =1 et 0 <1 <1, on a bien 0 < uy < 1.
Hérédité : soit n € N. Supposons que 0 < u,, < 1. Comme la fonction sinus est strictement
croissante sur [0,7/2] et est majorée par 1, on en déduit que 0 = sin0 < sinu, < 1, et
comme U, 1 = sin(u,) on obtient 0 < wu,;1 < 1.
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4. Par la question précédente, pour tout n € N, on a u, €]0,1], et par la question 2, on
en déduit que pour tout n € N, u,; = sinwu, < wu,. Ainsi, la suite (u,) est une suite
strictement décroissante minorée par 0 et majorée par 1. Elle converge donc vers une
limite ¢ € [0, 1].
Par définition, on a pour tout n € N, u,,; = sin(u,), et par continuité de la fonction
sinus, on obtient que ¢ = sin(¢) en faisant tendre n vers 'infini. Alors, en utilisant a
nouveau la question 2, on en déduit que ¢ ¢]0,1]. Comme ¢ € [0, 1], on a nécessairement
(=0.

5. A est non vide : en effet, si on considere par exemple £k = 1 et n = 0, on obtient que

est un élément de A.

1 + Ug
Soit k£ € N* et n € N. Par la question 3, on a u, > 0, donc k + u,, > 1.

< letdoncO<1-—
Uy, k+ u,

et majorée par 1.

Ainsi, 0 < < 1. La partie A est donc minorée par 0

Comme A est non vide et majorée, elle admet une borne supérieure. La suite (ag)g>1

définie pour k€ N*paray=1— —— =1 — est une suite d’éléments de A qui
ep bat k+ 1 k + uo ! aw

converge vers 1. Comme de plus 1 est un majorant de A, par la caractérisation séquentielle
de la borne supérieure, on en déduit que sup A = 1.

Comme A est non vide et minorée, elle admet une borne inférieure. La suite (b;,),>0 définie

1
pour n € N par b, =1— 7 est une suite d’éléments de A qui converge vers 0 (car la

un
suite (u,) converge vers 0). Comme de plus 0 est un minorant de A, par la caractérisation
séquentielle de la borne inférieure, on en déduit que inf A = 0.

Exercice 4 Résolution d’une équation différentielle

1. La fonction f est continue (sur R). Par la théoreme fondamental du calcul intégral, f
admet une unique primitive F' s’annulant en 0 définie pour tout réel x par

F(x) = /Ox In(1 + ¢*) dt.

2t
Fixons un réel x. La fonction f est de classe C'! sur R et pour tout t € R, f'(t) = e

D’autre part la fonction ¢ +— ¢ est également C! sur R de dérivée constante égale & 1. On
en déduit en intégrant par parties que

T2t
2\
F(m):[tln(let)}O—/O l—l—tht
_ 2 A4 -1

xT xT 1
=zln(1+2>)—2 [ 1dt+2 dt
xIn(l+ z*) /0 + /o e

=xIn(1 + 2%) — 22 + 2arctanz = z(In(1 + 2?) — 2) + 2arctan z.
2. 1l s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 de la forme
y'(t) +alt)y(t) =0b(t), te R (E)
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o a:tr —2tetb:t— e’ In(l+ %) sont deux fonctions continues sur R.

La fonction a a pour primitive ¢t — —t2 et d’apres le cours, on en déduit que les solutions
de 'équation différentielle homogene associée (Fy) sont de la forme ¢ — Ce” olt C' est
une constante réelle.

Par la méthode de la variation de la constante, on cherche une solution particuliere de
(E) de la forme t — C(t)e”” ot C' est une fonction de classe C" sur R. Considérons une
fonction y, de cette forme. Alors pour tout réel ¢, on a y,(t) = C'(t)e") + C(t)(2te') et
donc y, est solution de (E) si et seulement si

Vit € R, C'(t)e” + C(t)(2te”) — 2tC(t)e” = e’ In(1 + 1?)
si et seulement si Vi € R, C'(t)e”” = ¢ In(1 + 1?)
si et seulement si Vt € R, C'(t) = In(1 + t2).

Ainsi, t — F(t)e!” est solution particulicre de (E) ot F est la primitive calculée dans la
premiere question.

Il suit que ’ensemble des solutions de (F) est

R — R
b= (t(ln(1+t2)—2)+2arctant+0)@t2 CeRp.

Exercice 5 Une fonction définie par une intégrale a bornes variables
On considere la fonction

f: ]0,+c0] — R
2zt .
x — / ©at
s U
t

e
1. Soit z €]0, +o0], t — n est continue sur [z, 2z], ainsi f(z) existe et donc f est bien définie

sur |0, 4+o00].
t
e
2. Comme la fonction t — — est continue sur |0, +oo[ et G est une de ses primitives, on a

2z et
pour tout x €]0,4+o00[, f(z) = / n dt = G(2z) — G(x).

t
e
3. G est une primitive de t — 7 qui est continue sur |0, +oo|, ainsi G est de classe C! sur

10, +00[. On en déduit que f est de classe C! sur |0, +00] car c’est une composée et somme
de fonctions de classe C'* sur ]0, +00].
De plus, pour tout z €]0, 400/,

2x e T

Flo) =2G"(21) — G'(z) =25 - & = (v — 1),

2x T x
4. Soit x €]0, 400 et t € [z, 2], exp est croissante d’olt e® < e' < ** et comme ¢ > 0,
e 6t 622:
— < —< —.
t — t "t
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Or x < 2x, on en déduit :

2z 2z
e“’/ %gf(x)ge%/ %

2x
dt
Mais : / - = In(2x) — Inz = In 2, par conséquent, pour tout x €]0, +o0],

e“In2 < f(z) < e**In2.

. Ona lim e*In2 = lim €**In2 = In 2, grace & 'encadrement de la question précédente,
z—0t z—0t

on en déduit que
lim f(z) =1In2.

z—0F
Donc f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = In2.

. Soit z > 0, f est C* sur |0, +oo[ et continue en 0, donc elle est continue sur [0,z] et
dérivable sur |0, z[, d’apreés le théoreme des accroissements finis, il existe ¢, €]0,z| tel
que :

f(@) = f(0) = fco)(x = 0) = f'(cz)w.

eCa: _

. On remarque que f'(c;) = e~ . Mais 0 < ¢, < x, dou ¢, — 0, de plus
T z—0
lim 6hh’ L — 1, ainsi par composition de limites, lim <—=! = 1.
h—0 z—0t
Finalement, on en déduit que lim f’(c,) = 1.
z—0t
z)— f(0
. Soit x > 0, d’apres la question 6, on a M = f'(¢,), ainsi, d’apres la question
x
précédente :
x)— f(0
i F@ =10
z—07F T
d’ou f est dérivable en 0 et f/(0) = 1.
e’ —1

De plus, pour tout z €]0, +o0[, f/(x) = e* , d'ott f'(z) —— 1= f(0).
z—0

Ainsi f est continue en 0, comme f est C! sur |0, 4+o00[, on en déduit que f est C' sur
0, +00.



