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La rédaction est importante, nous en tiendrons compte dans la correction.

Exercice 1. Questions de cours

1. Soit A une partie non vide majorée de R et M un majorant de A. On suppose qu’il existe une
suite (a,)nen d’éléments de A qui converge vers M. Montrer que M = sup A.
Solution : Soit M’ un autre majorant de A. Pour chaque n € N, puisque a, € A et M’ est un
majorant de A, on a a,, < M’. En passant a la limite, on obtient M < M’. Ainsi, M est le plus
petit majorant de A, c’est-a-dire sa borne supérieure.

2. Enoncer le théoréme fondamental du calcul intégral.
Solution : Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I de R.. Alors pour tout a € I,

la fonction F': I - R, z+— / f(t)dt est 'unique primitive de f qui s’annule en a.

Remarque : Apprenez correctement les énoncés du cours avec leurs hypothéses et conclusions
précises !

Exercice 2. Des intégrales impropres et des séries
1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a € R pour la convergence de l'intégrale
“+o0o
) t—In(1+t¢
impropre / %dt.
0
Solution : Soit a € R.

t—In(1+¢
— La fonction ¢ — # est continue sur |0, +oo[ et I'intégrale considérée n’est im-
propre qu’en 0 et +oo.
— Au voisinage de 0, In(1 +¢) =t — t*/2 + o(t*) et donc t — In(1 +t) = #*/2 + o(t?). Ainsi,
t—In(l+1) 1

—In(1 ~ t2/2 ~ .
t—1In(1+1) > t%/2 et m T
1
La fonction ¢ S7a=2 étant positive sur |0, 1], on déduit de I’équivalent précédent (par

Yt —In(141)

le théoréme de comparaison) que U'intégrale / o dt est de méme nature que

0
1
1
I'intégrale de Riemann / ta__zdt' L’intégrale de Riemann en question est convergente si
0

et seulement si @ — 2 < 1 si et seulement si a < 3.

Remarque : Il faut utiliser des développements limités. On n’additionne pas les équivalents !
Le raisonnement suivant est incorrect : « In(1+¢) ~t— t2/2 donc t — In(1 + ) > t2/2».

Par ailleurs, si vous concluez qu'une fonction est équivalente a 0, c¢’est que vous faites un
raisonnement erroné! Par exemple le raisonnement précédent incorrect peut aboutir a ce
non sens :« In(1 +t) ~t donc ¢t — In(1 +¢) ~ O».

0 0

. t—In(1+t
— Etudions maintenant la fonction ¢ — % au voisinage de +o00. Par croissance
In(1+1¢) t—1In(1+1)

0, donc — letainsit—In(l+¢) ~ ¢ On

t——+o0 t——+o0 +oo

t—In(1+1 1 oo In(141
nl+t) . Ainsi, l'intégrale / t—In(+1%)
te +oo a1 1 te

comparée,

dt est de méme

en déduit que



+00
nature que l'intégrale de Riemann / pry dt. Elle est donc convergente si et seulement
sia—1>1, cest-a-dire a > 2.

—+o00
. . . t—1In(l+t¢
— Conclusion : I'intégrale impropre / %
0

a €]2,3[.

dt est convergente si et seulement si

2
1 t
2. (a) Déterminer un équivalent simple de t — 1 — <1 + t_3> en +00.

Solution :

- Rédaction rapide (sans doute trop rapide pour un bon nombre d’entre vous) : au voisinage
de +o00,

t2
(1 + %3) — et2 In(1+1/t3) _ €t2(1/t3+0(1/t3)) _ e1/t+o(1/t) =14 1/t + 0(1/15)‘

2
1\’ —1
On en déduit que 1 — (1 + t_3> .

~
+oo

1\"
- Rédaction plus détaillée : pour t €]0,4+o00[, 1 — (1 + t_3) =1 — e n(+1/%),

3 t—+too
Ainsi, ?In(1+ 1/t*) = 1/t + o(1/t) au voisinage de +o0.
En posant w = t*In(1 + 1/t3) = 1/t + o(1/t) et en utilisant le développement limité de
Pexponentielle en 0, on obtient au voisinage de 400, e’ "1/ =1 41/t + o(1/t).

1
Comme ER 0, on aln(1+1/t3) = 1/t3 + o(1/t*) au voisinage de ~+oc.

2 2
1\’ S . 1" -1
Alors, 1 — <1 + t_3) =1— 'm0+ — 1/t +0(1/t), c.ad. 1 — <1 + t_3) oo

Remarque : Encore une fois, on n’additionne pas les équivalents!
On ne passe pas non plus a 'exponentielle d’équivalents! Le raisonnement suivant est

incorrect : « t?In(1+1/t%) o 1/t donc et* n(1+1/t%) o e!/t ». Voici un contre-exemple :

o« . . 2 2
au voisinage de +00, on a 22 +x ~ x? mais on n’a pas ¢ ¥ ~ % !

+00 +oo
Enfin, dans cette question, on ne peut pas utiliser le développement limité de (1 4 u)® au
voisinage de 0 avec a = t2 car t? n’est pas une constante !

+o00o 1 t2
b) En déduire la nature de I'intégrale impropre 1+—) —1] dt.
13
1

~+00 t?
1
Solution : Par la question précédente, / ((1 + t_3) — 1) dt est de méme nature que
1

+o0
I'intégrale de Riemann / ;dt, elle est donc divergente.
1

Remarque : On n’utilise pas le symbole équivalent « ~ » pour dire que deux intégrales
(ou deux séries) sont de méme nature (c’est-a-dire que 1'une est convergente si et seulement
lautre l'est).

+oo 1\" oo
Par exemple, on n’écrit pas « / (1 + t_3) —1|dt o / ?dt ».
1 *J1

1
3. Pour tout n € N*, on pose a,, = (—1)"sin (—>
n

(a) La série Z a, est-elle absolument convergente ?
2



1 1
Solution : Pour chaque n € N*, 0 < — < 1 donc sin (—) > 0 (la fonction sinus étant
n n

positive sur [0,7/2]) et ainsi |a,| = sin (—) Comme sint > t, on en déduit que |a,| ~ —
n n

et donc, par comparaison avec la série harmonique, la série E a, n’est pas absolument
convergente.

Remarque :

Le raisonnement suivant est incorrect : « Pour tout n € N*, 0 < sin(1/n) < 1/n et la
série Z 1/n est divergente, donc par le théoréme de comparaison la série Z sin(1/n) est
également divergente. » Voici un contre-exemple : pour tout n € N*, 0 < 1/n? < 1/n
et la série Z 1/n est divergente mais la série Z 1/n? est convergente.

(b) La série Z a, est-elle convergente ?

1
Solution : Comme pour tout n € N*, sin (—) > 0, la série g a, est une série alternée.
n
1
De plus, la fonction sin étant croissante sur [0, 1] et la suite | — | étant décroissante, la
n

1
—)), est décroissante. De plus, cette suite

suite (|a,|), qui correspond & la suite (sin (
n

converge vers 0. Ainsi, la série g a, satisfait le critére de convergence des séries alternées
et est donc convergente.
cos( )

4. Déterminer la nature de la série Z

(Inn)n”
. cos (1) 1 , 1\~ 1
Solution : Pour tout n > 2, < . Par ailleurs, { ——— = — — 0.
(Inn)» (Inn)n (Inn)» Inn n—+too
1
Ainsi, par la régle de Cauchy, la série Z — converge, et, par comparaison, on conclut que

cos
la série Z (1—()"3 est convergente.
nn

Exercice 3. Etude de la série de terme général —
n

On rappelle que la série de Riemann Z — est convergente et on notera, pour tout n € N*,
n +o00o
Sp = 2 et R, Z =k respectivement sa somme partielle et son reste d’ordre n.
k=1 k=n+1
Les questions 1, 2 et 3 de ce probléme sont indépendantes. Elles peuvent étre admises

tout ou partie pour traiter les questions 4(e) et 4(f) a la fin de ce probléme.

1. (a) Démontrer que, pour tout k > 2,

Hlagr 1 kdt
TR
k k—1

Solution : Soit k > 2. Pour t € [k, k + 1], ti? < % et donc, par croissance de l'intégrale,
k+1 dt k+1 dt k+1 dt 1 k+1 dt
o= ﬁoﬂ/ i g
k k k k
1 1 . 1 dt
Pour t € [k — 1, k], k_ et donc, on a de méme = S / -

3



1
Remarque : On n’écrit pas « w2 est décroissante pour tout k£ > 2 ». On peut par contre

1
donner /expliciter 'argument suivant : « la fonction ¢ — 2 est décroissante sur |0, 4+00].

1 1
(b) En déduire que, pour tout n > 1, —— < R, < —.
n+1 n

Solution : Soit n > 1. D’apreés la question précédente, pour tout m > n + 1,

m k+1dt
> [ ey sy [ 4
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Or, pour tout m >n + 1,
I e mHlge (-1 1 1
Z/k t_QZ/nH t_QZ[T]nH:n—kl_m—kl’

k=n+1
i /k dt_/mdt {—1]’” 11
2 — 2\ TS T
v otk t n U t |, n m
Ainsi, pour tout m > n + 1,

et

1 1 Tl 1 1
— < <
n+1 m+1_zk2_n m

k=n-+1
1 1 1 1 1 1 1
0] — — —— — — R,et ——— — — dot
r’n—l—l m+1m—>+oon—|—1’k:;+1k‘2m—>+oo ¢ n  m m—too n ou
L g <1
n+1"— - n

1 1
(c) Vérifier ensuite que R, = — 4o <—) :
n

n

n
Solution : Par la question précédente, on a pour tout n € N*, T < nR, < 1. Ainsi,
n
n—-+oo n

1 1 1
nRk, — 1, cest-a-dire R, ~ —, ou encore R, = — + o0 (—)
n n

2. Soit f : [0,7] — R une fonction de classe C"*! sur [0, 7].

Montrer que
T ([ (2n+ 1)t
/O f(t) S1n < 5 dt njoo 0.

Solution : Soit n € N. La régularité des fonctions nous permet de procéder & une intégration
par parties et on obtient

/f (2n+1))dt:{_%ilm)ws((zn;n ﬂ 2n+1/ 7t <2n+1)>dt

. £(0) + /f cs(%)dt.

T o+ 1 2n+1

Comme pour tout ¢t € [0, 7], |cos <w» < 1, il suit, par inégalité triangulaire, que

/Oﬂf(t)sin(@nTW)dt‘_%Jrl(’f \+/yf \dt)

Le terme de droite de cette inégalité tend vers 0 quand n tend vers +oo, ce qui permet de
conclure.

4



3. On pose
g: [0,7/2] — R

1z €|0,m/2
T — sin x st @ €j0,m/2

1 six=0.

Montrer que g est de classe C* sur [0, w/2].

Solution : La fonction sin est de classe C'! et ne s’annule pas sur |0,7/2], donc g est de classe
C' sur ]0,7/2] comme quotient de fonctions de classe C'. 1l reste a étudier la régularité de g
en 0.

Comme sin ~ @, ona g(x) . 1 = ¢(0). Ainsi, g est continue en 0.

Au voisinage de 0" 9(x) ~ 9(0) I L (z—2°/6+ 0<x3))wf

x rsinx xrsinx 6
. g(x) — g(0) . L
Il suit que ————= — 0 et donc, que g est dérivable en 0 de dérivée nulle.
X z—0

Pour  €]0,7/2], g'(x) = T
sin® x
2\ 1 2
Ainsi, au voisinage de 07, ¢'(x) = 2+ o) ' 2:13( + olz)) = O(i ) =o(1).
sin” sin®
Donc ¢'(z) — 0= g (0) et g est alors de classe C* sur [0, 7/2].
z—0

Remarque : On n’écrit pas « La fonction est dérivable sur... » mais « La fonction

sinx
T +—

(ou la fonction g) est... ».

ST

On n’écrit pas « Pour z €]0,7/2], (

/
: > = ...» mais « Pour z €]0,7/2], ¢'(x) = ... ».
sinx
On a écrit une grosse bétise si on a écrit « 1’ = 0 donc ¢ est dérivable en 0 de dérivée 0 » !!
La fonction constante égale & 1 sur un intervalle a bien une dérivée nulle ; par contre la dérivée
d’un réel est un non sens et ici on a juste le fait que g(0) = 1. Remarquez que pour un réel
z fixé dans [0,7/2], on a g(z) = a ol a est un (unique) réel (dépendant de z...) mais ce serait

également une grosse bétise d’écrire « ¢'(z) =a’ =0 »!!

1 n
4. Pour tout n € N* et tout ¢ € [0, 7], on pose A, (t) = 3 + Z cos(kt).
k=1

(a) Pour tout k& > 1, calculer les deux intégrales / t cos(kt)dt et / t? cos(kt)dt.
0 0

Solution : Soit £ > 1. Par intégrations par parties,

/0 "t cos(kt)dt = Etsin(kt)]

™ ™

_ /0” %sin(kt)dt =0+ {% Cos(k:t)] = % ((—1)k _ 1)

0 0

T 1 " ™2
et, / t* cos(kt)dt = [—tQSin(k:t)} —/ Ztsin(kt)dt
0 k o Jo k

2 " 2
= {ﬁtcos(kt)}o —/0 ﬁcos(kt)dt
T 2n(=1)k

= %(—1)’“ — [% sin(k:t)]o =—g

(b) En déduire que, pour tout k > 1,

as 1
/0 <% - t) cos(kt)dt = =
5t



Solution : Il suit de la question précédente que, pour tout k& > 1,

7r 2 1 ™ ™
/ (t— - t) cos(kt)dt = — [ t*cos(kt)dt — / t* cos(kt)dt
0 0

2m 2m Jo
1 2r(=1)F 1 . 1
“m o e U=@

(c) Vérifier alors que, pour tout n > 1,

e t2 7T2
— —t] A =5, — —.
/0 ( o t) w(t)dt = 5, —
Solution : Soit n > 1.
/ﬁ a— A(t)dt—/w G 1+§nj (kt) | e
o \or N AR 2 Tt

_1/ﬂ * dt+/ﬁzn: £, (kt)dt
—2), \on o = \2r )

t3 t2 ™ n ™ t2

Lo L 1) cos(kt)dt
[67T 2]0+;/0 (27r )C%( )

1 w2 . 1
S 2\6r 2 — k?
2 2
=——+45,=5,——.
6 i 6
g <(2n+1)t>
in | ——~—
2
On admet ! que, pour tout n > 1 et tout ¢t €]0, 7], A,(t) = ; )
2 si —
()
t—2m

Soit h : [0,7] — R définie, pour tout t € [0, x|, par h(t) =

définie a la question 3.

2

2 2n + 1)t
(d) Montrer que, pour tout n > 1, S,, = % +/ h(t) sin (( n;— ) ) i
0

Solution : Soit n > 1. Pour tout ¢ €]0, 7],

2 s <M>
(S—W _ t) At) = (57 - t) - (2t)

_tzam 42 (@) = h(t) sin (M)

21 sin(t/2) 2 2

2 T2 72 T (2n+ 1)t
D’ov = — — —t | A, (Hdt = — h(t) s ~ | dt
ou S, 6+/0 (27r > (1) 6+/0 ()sm( 5 )

ikt puis en utilisant une formule trigonométrique

6

n
1. Cette égalité se montre en calculant ) e
k=0

g(t/2) ou g est la fonction



(e) En déduire a l'aide des questions 2 et 3, que
2" 5
—k 6

Solution : Par 3, la fonction h est de classe C* et par 2, on conclut en passant & la limite
dans 'égalité précédente.

(f) En utilisant la question 1, montrer enfin que

21 1
Snzw————l—o(—>.
6 n n

Solution : S, = Zj%—}%n:%_l+0(l>_



