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Correction ou Indication sur Entrainement hivernal

Diagonalisation.
8 12 —6

Exercice 1 1. Soit A=1|-3 —4 3 une matrice carrée.
3 6 -1

i) Calculer les valeurs propres de A.
Le polynéme caractéristique de A est xa(X) = (X +1)(X —2)?, d’ou les valeurs propres
de la matrice A sont —1 et 2.

it) Pour chaque valeur propre A de A, calculer le rang de la matrice A — \13.
rang(A + 13) = 2 et rang(A — 213) = 1.

iii) En déduire que la matrice A est diagonalisable.
D’apres la question précédente (et le théoréme de rang), dimE_1(A) = 3 —2 = 1 et
dim Fy(A) = 3 — 1 = 2 ainsi les multiplicités algébrique et géométrique de chaque valeur
propre coincident. Donc, la matrice A est diagonalisable.

iv) Donner une base B formée des vecteurs propres.
Par exemple, on a

2 1 0
E 1 = Vect —1 , Es = Vect 0,11 ,
1 1 2
2 1 0
donc, on peut prendre B = —11,10},[1
1 1 2
v) Donner une matrice de passage P et la matrice diagonale D vérifiant D = Pt AP.
2 10 -1 0 0
PosonsP=|-1 0 1|.OnaD=P'AP=| 0 2 0
1 1 2 0 0 2

2. Ensuite, on consideére le systeme d’équations différentielles suivant

z'(t)

8x(t)+ 12y(t)+ —62(t)
=3x(t)— 4dy(t)+  3z(¢)
Z(t)= 3z(t)+ 6ylt)—  z(t)

<
<
—
~
N—
|

avec les conditions initiales ©(0) = 2,y(0) = 0, 2(0) = 1.
2

i) Ezprimer le vecteur | 0| dans la base B.
1

2
Par calcul direct, ona |0 =— | -1 +4|0] — |1
1 1 1 2
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ii) En déduire la solution du systéme d’équations différentielles ci-dessus.
D’apres la Question 1. v), on a

et 0 0
exp(tA) = Pexp(tD)P* =P 0 ¢e* 0 | Ph
0 0 *
2 -1
Notons que la question précédente implique | 0| = P | 4 |, on obtient
1 -1
x(t) x(0) 2 -1
y(t) | =exp(tA) | y(0) | =exp(tA) [0 ] = (Pexp(tD)P )P | 4
2(t) 2(0) 1 -1
—1 —2¢" + 4e*
=Pexp(tD) | 4 | = et — e
-1 —e ™! 4 2¢*
—-13 10 10
Exercice 2 Soit A = 15 =8 —10|. Ici, on va calculer A" (n € Z) avec deur maniéres
—-30 20 22
différentes.
1. Déterminer le rang de la matrice A — 2135.
—15 10 10
Par définition, A —213=| 15 —10 —10 |, d’ou rang(A — 213) = 1.
=30 20 20

2. En déduire le polynome caractéristique x 4(X) de A.
D’apres la Question 1., la multiplicité géométrique associée a la valeur propre 2 est 2, d’ou la
multiplicité algébrique de 2 est au moins 2. Notons la troisiéme valeur propre de la matrice A
par A. Alors, comme Tr(A) =2-2+ X = (—13) + (—8) + 22 = 1, on obtient A\ = —3 (voir le
petit supplément de cours ajouté a la fin du poly). On en déduit que x4(X) = (X +3)(X —2)%.

3. Montrer que la matrice A est diagonalisable.
D’apres la question précédente, on voit que, pour chaque valeur propre, la multiplicité algébrique
et la multiplicité géométrique sont les mémes, d’ou la matrice A est diagonalisable.

4. Calculer A" pour n € Z avec ’aide

i) d’une diagonalisation de la matrice A, et
Par calcul direct, on a

1 2 0
E_5 = Vect —1 , FE5 = Vect 3
2 0 -1
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1 2 0 -3 0 0
Posons P= | -1 3 1 |.OnaD:=P'AP = [ 0 2 0]. Ces matrices sont
2 0 -1 0 0 2
(=3 0 0
wnwersibles, en particulier, on a D" = 0 2" 0 | pour toutn € Z. On en déduit
0 0o 2"

que, pour tout n € 7,

1 2 0\ /(=3)" 0 0 3 -2 -2

A" =pPD"P'=|-1 3 1 0 2" 0 -1 1 1
2 0 —1 0 0o 2" 6 —-4 -5
1 2 0 —(=3)" —2(=3)" —2(-3)"
=1-1 3 1 —on on o
2 0 —1 G- 2" —ont2 —5.on

_(_3)n+1 _ 2n+1 _2(_3)71 + 2n+1 _2(_3)71 + 2n+1
_ (_3)n+1 T 3 . 2n 2(_3)7L+1 o 2n 2(_3)n o 2n+1
—2(=3)" — 3. 2" —4(=3)" + 2" —4(=3)" +5-2"

it)" du reste de la division euclidienne de X™ par x a(X) pour n € N.
On effectue la division euclidienne de X™ par x4(X). Soit (Q, R) € R[X]* l'unique couple
de polynomes vérifiant tel que X" = xa(X)Q(X) + R(X) et deg(R) < 3. Le Théoréeme
de Cayley—Hamilton, implique que A" = xa(A)Q(A) + R(A) = R(A). Donc, il suffit de
déterminer le polynéme R. Notons R(X) = aX* + bX + c. Comme —2 est racine simple
de x4 et 2 racine double, il parait judicieur d’évaluer R en —3, en 2 et R’ en 2. Comme
xa(X) = (X +3)(X —2)?, cela donne

9a — 3b+c = (—3)",
da+2b+ ¢ = 2",
da+b=n-2""1

On en déduit que

0= (3 + (=227, b= L (-A(-3)" + (n 482",
1

c (4(=3)" + (—=30n + 42)2"71).

T 25

Exercice 3 Soit a € C et soit A =

o N

10
a 2
1 a
1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice A soit inversible.

Comme det(A) = a® —4a = a(a+2)(a—2), une condition nécessaire et suffisante est a # 0, £2.

2. Supposons que A est inversible. Calculer A™ pour n € 7Z.
Le polynome caractéristique de A vaut (X —a)(X — (a+2))(X — (a—2)) et est scindé a racines
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simples. La matrice A est donc diagonalisable. On calcule :

1 1 1
Eq o = Vect 2 , E, = Vect 0 , E, o = Vect —2
1 —1 1
1 1 1 a+2 0 0
Posons P= (2 0 —-2|.0naD := P 'AP = 0 a 0 . On a alors A™ =
1 -1 1 0 0 a—2

PD"P~! et on déduit, pour n € Z,
(a+2)"+2-a"+(a—2)" (a+2)"—(a—2)" (a+2)"—=2-a"+ (a—2)"
2(a+2)" —2(a —2)" 2(a+2)"+2(a—2)" 2(a+2)" —2(a —2)"
(a+2)"—=2-a"4+(a—2)" (a+2)"—(a—2)" (a+2)"+2-a"+ (a—2)"

IS,

A" =
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Trigonalisation.
1 3 =2
Exercice 4 Soit A=|-3 13 -7
-5 19 —-10

1. Déterminer les valeurs propres.
Le polynome caractéristique de la matrice A est x4(X) = (X — 2)(X — 1)2, d’ou les valeurs
propres de A sont 1 et 2.

2. Pour chaque valeur propre X\, déterminer son espace caractéristique F.

1 =2 1
On a dim Fy(A) = 2 et dim Fy(A) = 1. Notons que (A—13)* = | =1 2 —1|. le sous-espace
-2 4 =2
2 0
caractéristique I est donné par Vect 11,11 . Pour la valeur propre 2, le sous-espace
0 2
1
caractéristique Fy coincide avec le sous-espace propre Ey = Vect -1
-2
3. Trigonaliser A.
1
D’abord, on pose by = | —1 | qui forme une base de Fy = Es. Ensuite, on sélectionne une base
—2
1 0
de Fy. Comme E, = Vect 2 , par exemple, le vecteur | —1 | € Fy n’appartient pas a
3 -2
0 1
Ey. Alors, posons by = | 1| et by = | 2 |. En particulier, avec la matrice P = (b/1 v, bg) =
2 3
1 10 2 00
—1 2 1|, on obtient T := P*AP = [0 1 x|. Il reste a déterminer la valeur de .
-2 3 2 0 01

On peut utiliser I’égalité PT = AP pour trouver x = —1.

4. Donner une formule de A™ pour n € 7Z.

Les matrices Iy et (8 (1)) commutent, donc pour tout pour tout n € N, on a ((1) _11 =
1 —n 20 0
(O 1 ) Ainsi, pour toutn €e N, T" = | 0 1 —n |. En utilisant la formule de Cramer
0 0 1
20 0
pour inverser T, on obtient que, pour toutn € Z, on aT" = 0 1 —n|. D'ou
0 0 1
2" —n 2"l 4 5p 42 2" —3n—1
A"=PT"P'=| -2"-2n+1 2" +10n—-1 —-2"—6n+1

-2 —3p4+2 224 15m—4 2"t —9n 4+ 3
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3 =3 -1

Exercice 5 Soit A=| 3 —-4 -2

1.

2.

-4 7 4

Montrer que le polynome caractéristique de la matrice A a une racine triple, disons .
Par calcul direct, on a x4(X) = (X — 1),

Calculer rang(A — A13), et décrire la réduction de Jordan de A.

2 -3 -1
Posons E=R*. Comme A—13= | 3 -5 —2], rang(4 —13) =2, dovdimE; = 1. On
-4 7 3

calcule de méme que rang((A — 13)%) = 1. Ainsi (A — 13) est nilpotente d’indice 3. On a donc
dimKer (A — 13)" =i (i = 1,2,3). Ceci implique qu’il existe une matrice carrée P de taille 3

1 10
telle que P'AP= [0 1 1
001

Exercice 6 Soit E € R donné. On considére le systéme récurrent pour une suite bi-laterale (uy,)nez
de nombres complezxes,

Eu, =up1 +uy,_1, néeZ. (1)

On s’interesse a la question si les solutions du systéme sont bornées. Ici, une solution (uy), de (1)
est dite bornée, s’il existe un C' > 0 t.q. |u,| < C pour tout n € Z.

1.

Déterminer une matrice A = (CCL Z

(e 0 ) =) 8

est satisfaite pour tout n € Z si et seulement si (uy,), satisfait (1).
D’apres ’équation (1), on a

Unt1\ _ (Fup —up,—1\  (E —1 Uy,
(o) = ()= () G,
E -1
1 0
Déterminer les valeurs propres de A.

Le polynome caractéristique de la matrice A est x4(X) = X? — EX + 1, donc les valeurs
E+VE? -4

2
Pour quelles valeurs de E est-ce que A est diagonalisable sur C ¢
Lorsque le discriminant E* — 4 est non nul, i.e., E # +2, la matrice A est diagonalisable, car
elle posséde 2 valeurs propres distinctes. Lorsque E = +2, la matrice A n’est pas diagonalisable.

En effet si c¢’était le cas, ce serait une matrice diagonalisable avec une seule valeur propre,
c’est-a-dire une matrice scalaire. Or la matrice A n’est pas scalaire.

) t.q. l’équation matricielle

on en déduit que A = ( ) convient.

propres de A sont

Pour quelle valeurs de E est-ce que A est diagonalisable sur R ¢
Lorsque le discriminant E* —4 est strictement positif, i.e., |E| > 2, la matrice A est diagonali-
sable sur R, car elle posséde 2 valeurs propres réelles et distinctes. Lorsque E = £2, la matrice
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A nest pas diagonalisable comme mentionné dans la réponse précédente. Lorsque |E| < 2, la
matrice ne possede pas de valeur propre réelle, elle n’est donc pas diagonalisable sur R.

5. Déterminer les solutions du systéme récurrent pour |E| > 2. En déduire qu’aucune solution
non-nul pour |E| > 2 est bornée.
La solution générale de la récurrence (1) est

E+VE?—4\" E—VE?—4\"
up, = Cy (%) +C_ <f> Cy eC. (3)
Notons que
_JEZ _ JVEZ —
0< w <1< M s1 B >2
2 2
et que
E—VEr—1 E+VE'_4 _
#<—1<#<0 st B< =2,
il est clair que, tant que (Cy,C_) # (0,0), au moins une des deux limites lim |u,| diverge.

n—=£o00
On en déduit qu’aucune solution non-triviale de I’équation (1) n’est bornée.

6. Déterminer les solutions du systéme récurrent pour |E| < 2. En déduire que toute solution

pour |E| < 2 est bornée.
E+iv4—E?
2

Lorsque |E| < 2, les valeurs propres de la matrice A sont des nombres complexes

de norme 1. On en déduit que la solution générale (3) de ’équation (1) vérifie
|un| < [Cy[+[C-],

i.e., elle est forcément bornée.

7. Déterminer les solutions du systéme récurrent pour |E| = 2. Sont elles bornées ¢ Supposons

2 —1
1 0 est 1, et

E; = Vect ((})) C F; = Vect (G) , (é)) La solution générale est u, = An + B avec
A

,B € C, d’ou les seules solutions bornées sont les suites constantes de la forme u, = C.

-2 -1
1 0 est =1, et E_ =

Vect ((_11)> C Fy = Vect (G) ; (_01>> La solution générale est u, = (—1)"(An + B)

avec A, B € C, donc les seules solutions bornées sont de la forme w, = C(—1)" pour une
constante C'.

dans un premier temps que E = 2. Alors, la seule valeur propre de A =

Supposons que E = —2. Alors, la seule valeur propre de A =
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Exercice 7 Soit u un endomorphisme nilpotent d’un espace vectoriel E de dimension 5.

1. Justifier qu’il existe une base B =

par une des matrices suivantes :

SO DO OO OO o oo

[N eoNeoNeol i oloNoNo Nl
SO OO OO o oo
OO OO O OO o oo
O—R OO O OO o oo

SO DO OO OO o oo
[N eNeoNol oo No el
S OO O OO o oo
SO R OO OO o oo

2. Pour chaque matrice ci-dessus :

i) Donner le polynéme minimal.
Ce sont X, X2, X% X3, X3 X* X5 respectivement.

ii) Identifier les blocs de Jordan.
Voir les parties en bleu de chaque matrice.

O OO OO OO o oo

SO DD DO OO o oo

OO OO OO O o

SO OO OO o oo

SO OO OO+~ OoOOo

O = O OO O oo oo

ii1) Identifier les sous-espaces cycliques sous-jacentes les blocs
(en fonction des b; (1 <i <5)).
Ils sont décrits comme suit :

1.
1.
0.

.
vl.

Vil.

i) En

1.
11,
0.

.
Vi,

VL.

1eére matrice

2éme matrice :
3eme matrice :
4eme matrice :
déme matrice :
6eme matrice :

Teme matrice :

Vect b bg,bg,b4) Vect(b5).
Vect(br, ba, bs, ba, bs).

(b1, ba, b3, by, bs) de E dans laquelle u est représentée

OO OO OO
oo oo
o O o= O
o OO OO
o OO OO

Jordan en donnant une base

: Vect(by), Vect (b ), Vect(bs), Vect(by), Vect(bs).
Vect(by, be), Vect(bs), Vect(by), Vect(bs).
Vect(by, by), Vect(bs, by), Vect(bs).

Vect(by, ba, bs), Vect(by), Vect(bs).

Vect(by, b, b)), Vect(by, bs).
(
(

déduire une partition de la base B en chaines de Jordan.
Elles sont décrits comme suit :

(b1) x (bg) x (b3) x
b, b2) x (bz) X (bs
by, bz) (b3, 54)

lére matrice :

2eme matrice :

3eme matrice :
4eme matrice :
Seme matrice :
6eme matrice :

Téeme matrice :

(

(ba) x (bs).



