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La notation tiendra compte du soin apporté à la rédaction des réponses.

L'énoncé est constitué de deux pages et comporte quatre exercices.

Exercice 1. Soit f la fonction dé�nie par

f : R −→ R
x 7−→ x

1+|x| .

1. Justi�er que f est bien dé�nie et continue.

2. Etudier la parité de f .

3. Calculer la dérivée de f sur ]0; +∞[ et sur ]−∞; 0[.

4. Rappeler la dé�nition de f ′(0) et en déduire que f ′(0) = 1.

5. Calculer les limites de f en ±∞. Et dresser le tableau de variation de f .

6. Déterminer l'image I de f .

7. Montrer que f réalise une bijection de R dans I. On note h : I −→ R sa fonction réciproque.

8. Soit t ∈ I. Donner une formule pour h(t), en distinguant les cas t ≥ 0 et t ≤ 0.

9. Donner une formule pour h(t) valable pour tout t ∈ I.

Exercice 2. On rappelle que pour n ∈ N∗, n! = 1× 2× 3× · · · × n. Pour tout n ≥ 1, on pose

un = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
et vn = un +

1

n!
.

1. Montrer que (un)n∈N∗ est strictement croissante.

2. Montrer que (vn)n≥2 est strictement décroissante.

3. En déduire que (un)n∈N∗ et (vn)n∈N∗ convergent vers la même limite. Notons ℓ cette limite.

4. Montrer que pour tout n ≥ 2, on a

un < ℓ < vn.

5. On veut montrer que ℓ n'est pas rationnel. Montrer que si ℓ est rationnel, il existe p, q ∈ N
avec q ≥ 2 tels que ℓ = p

q
.

6. Obtenir une contradiction en écrivant l'encadrement de la question 4 pour n = q, puis en le

multipliant par q!.

Tournez SVP

1



Exercice 3. On dé�nit la suite (un)n∈N par u0 = 2 et

∀n ∈ N un+1 =
3un − 1

3− un

.

1. Calculer u1 et u2.

2. Montrer que pour tout n ≥ 2, un < −1.

3. Montrer que la suite (vn = un+2)n∈N est croissante.

4. En déduire que la suite (un)n∈N converge.

5. Déterminer sa limite.

Exercice 4. Soient les fonctions

f : [0; +∞[ −→ R
x 7−→ e

x
2 − e−

x
2 − x,

et
g : [0; +∞[ −→ R

x 7−→ xex − ex + 1.

1. Montrer que la fonction g : [0; +∞[−→ R, x 7−→ xex − ex + 1 est croissante.

2. En déduire que

∀x > 0 ex − 1 ≤ xex.

3. Justi�er que f est dérivable et calculer sa dérivée.

4. En exprimant f ′(x) en fonction de t = e
x
2 , montrer que f est croissante.

5. Déterminer la limite de f en +∞ et dresser le tableau de variation de f .

6. En déduire que

∀x > 0 f(x) > 0.

7. En déduire que

∀x > 0 ex − 1 ≥ xe
x
2 .

8. Soit x > 0 �xé. A l'aide de la fonction h : [0; x] −→ R, y 7−→ xey, montrer que

∃c ∈]x
2
;x[ ex − 1 = xec.

9. Justi�er que c est unique.
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