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Epreuve Commune Anonyme — Durée 120 min — Le vendredi 22 décembre 2023

Les documents, les téléphones et les calculatrices ne sont pas autorisés.
La notation tiendra compte du soin apporté a la rédaction des réponses.
L’énoncé est constitué de deux pages et comporte quatre exercices.

Exercice 1. Soit f la fonction définie par
f: R —
T
T = o

1. Justifier que f est bien définie et continue.
Puisque, pour tout x réel, |x| > 0, le dénominateur ne s’annule pas. Donc f est bien définie. De plus, f est
obtenue a partir de la valeur absolue, la fonction x — x et la constante 1 par une somme et un quotient : elle
est continue.

2. Etudier la parité de f.
Pour tout © € R, f(—z) = —z/(1 +|z|) = —f(z). Donc f est impaire.

3. Calculer la dérivée de f sur ]0;+o0[ et sur | — oo; 0.

Pour x €]0; +o00[, f(x) =xz/(1+z). Donc f'(z) = m%)'z

Pour x €] — o0; 0, f(z) = 2/(1 — x). Donc f'(z) = =

(1—z)*"
1

Dans les deux cas, f'(x) = aTranz

4. Rappeler la définition de f’(0) et en déduire que f'(0) = 1.
17(0) est la limite (si elle existe) du taux d’accroissement (f(h) — f(0))/h lorsque h — 0. Ici (f(h) — f(0))/h =
1/(1 + |h|) tend vers 1. Donc f'(0) =1
5. Calculer les limites de f en 4+oco. Et dresser le tableau de variation de f.
Pour z €]0; +oo|, f(x) =2/(1+x)=1/(1/x+1). Donc lim,_, 4 f(z) = 1.
Puisque f est impaire, lim,_, _, f(z) = —1.
Les questions précédentes impliquent que f’ est positive. Donc f est croissante.

6. Déterminer I'image I de f.
Par le théoréme des valeurs intermédiaires et le tableau de variation, on a I =] — 1;1].
7. Montrer que f réalise une bijection de R dans 1.
Comme f est strictement croissante elle est injective. Elle est de plus surjective sur son image. D’ot la bijec-
tivité.
On note h : I — R sa fonction réciproque.
8. Soit ¢t € I. Donner une formule pour h(t), en distinguant les cas t > 0 et ¢t < 0.
Il s’agit pour t €] — 1; 1] fizé de résoudre I’équation

flz) =t
d’inconnue x.

Soitt €] —1,1].
Pour t > 0, on voit sur le tableau de variation que x > 0. Mais alors I’équation devient

donc x =t(1+z) =t+tax doncx =t/(1—1t).
Pour t <0, on voit sur le tableau de variation que v < 0. Mais alors I’équation devient

T
1—z
doncx =t(1—xz)=1t—tx doncx=1t/(1+1).
Finalement
h: ]-1;1] — R
_t it >0
t — 17t e
%th sit<0



9. Donner une formule pour h(t) valable pour tout ¢ € I.

On a pour tout t € I, h(t) = 1j\

7
Exercice 2. On rappelle que pour n € N*, n! =1 x 2 x 3 X --- x n. Pour tout n > 1, on pose
1

11 B 1

1. Montrer que (uy,)nen+ est strictement croissante.
1
(n+1)!

2. Montrer que (v,)nen>2 €st strictement décroissante.

Pour tout n € N*, on a upy1 — uy = > 0. Donc (un)nen= est strictement croissante.

Pour tout n > 2, on a Vg1 — Uy = m + m -4 = m@ —(n+1)) <0. Donc (vy)n>2 est strictement

décroissante.
3. En déduire que (uy,)nen+ et (vn)nen+ convergent vers la méme limite. Notons £ cette limite.
On constate que v, — u, = % tend vers 0.
De plus, avec les deuz questions précédentes, (un)n>2 est croissante, et (v, )n>2 est décroissante.
On peut alors appliquer le théoréeme des suites adjacentes qui donne la conclusion.

4. Montrer que pour tout n > 2, on a
Up < £ < V.

Comme (un)nen= est strictement croissante et tend vers £, on a u, < £, pour tout n € N*. Comme (v,) est
strictement décroissante pour n > 2 et tend vers £, on a v, > £, pour tout n > 2.

5. On veut montrer que £ n’est pas rationnel. Montrer que si £ est rationnel, il existe p,q € N avec ¢ > 2 tels que
{=2,
Par qdéﬁnition des rationnels, il existe p € Z et ¢ € N* tel que { = p/q. Or £ > ug = 2 et £ < vo = 3. Donc
peNetqg>2.
6. Obtenir une contradiction en écrivant ’encadrement de la question 4 pour n = ¢, puis en le multipliant par ¢!.
Comme q > 2, on a
ug <L < vy

Et donc »
Uq < ; < Vg,
puis, en multipliant par ¢!
¢ ug <p (g—1D! < q! v,
On remarque que q' vy = ¢! ug + 1. Donc les deux membres extrémes de ces inégalités sont deux entiers
consécutifs. Or p (¢ — 1)! est aussi un entier. Contradiction.

Exercice 3. On définit la suite (uy,)nen par up = 2 et

3u, — 1

VneN ntl = ————.
n e Up+1 37un

1. Calculer uq et us.

Onaulz%zk’). EtuQ=33“j;11=%:—7.

2. Montrer que pour tout n > 2, u,, < —1.

On fait une récurrence : pour tout n > 2, on note H,, la propriété « u, < —1 ».
Initialisation : Pour n =2, on a bien us = —7 < —1, donc Hs est vraie.
Hérédité. Soit n > 2. Supposons H,, vraie. On a donc u,, < —1.

Alors 3up, —1<3x(-1)—1=—-4et3—u, >3- (-1)=4>0.

Donc upy1 = 33“77;1 < _74 =—1.

Par principe de récurrence, la propriété u, < —1 est donc vraie pour tout n > 2.
3. Montrer que la suite (v, = Up12)nen €St croissante.
Soit n € N. On regarde
3v, — 1 3vn—1—vn(3—vn)_v2—1

n
Unyl = Un= 5—— —Unp = = .
3— vy, 3— v, 3— v,

Or v, =tpyo < —1,donc3—v, >3+1>0 etv%fl>0.
Donc vpy1 — v, < 0. Ainsi v, est décroissante.



4. En déduire que la suite (uy)nen converge.
On vient de montrer que v, est croissante et majorée. Donc elle converge. Donc u,, converge aussi.
5. Déterminer sa limite.

Notons £ la limite. On part de u,y1 = &‘% et on fait tendre n vers l’infini des deux cétés. Par opération et
unicité de la limite, on obtient

301
(="
3¢

Donc ((3—0)=3(—1et0=(>—1= ({—1)({+1). Donc { = £1. Or, pour tout n > 2, u,, < —1 donc £ < —1.
Finalement, ¢ = —1.

Exercice 4. Soient les fonctions

et

fo [05+00[ — R

x — €3 —e 7 — x,
g: [0;4+00] — R

T — xe® —e” + 1.

1. Montrer que la fonction g : [0; +00[— R, x — ze® — e* + 1 est croissante.

Par opération g est dérivable. De plus, pour tout x > 0, on a ¢'(z) = €* + xe® — e* = ze* > 0. Donc g est
croissante.

2. En déduire que

Vo >0 e’ —1 < ze”.

En fait ¢'(x) > 0 sur ]0;+o0c[. Donc g est strictement croissante sur [0;+00[. Donc pour tout z > 0, g(z) >
9(0) = 0.

3. Justifier que f est dérivable et calculer sa dérivée.

P P . x/2 —x/2
[ est dérivable par opérations. De plus, f'(x) = “—F—— —1=ch(%) — 1.

4. En exprimant f’(z) en fonction de ¢ = %, montrer que f est croissante.

On a, pour tout x >0, t >0 et

Sttt -2 #2412t (—1)°

I'(z) 2 Y 2

> 0.

Alors f est strictement croissante.

5. Déterminer la limite de f en 4oco et dresser le tableau de variation de f.

: . w/2 _
Par croissance comparée, f(z) = z(S— — 1) — e~%/2 tend vers +oo en +ooc.

x 0 +00
sgn(f'(z)) +
+00
f /
0

. En déduire que
Ve>0  f(z)>0.

Comme f(0) = 0, linégalité provient de la stricte monotonie de f.

. En déduire que

wlg

Vx>0 e’ —1> zez.

Partons de, pour tout x >0, €2 —e~ % —z > 0. On multiplie par ¢*/? qui est strictement positif et obtient

2

)

e — 1> ze*/

qui est l'inégalité demandée.



8. Soit & > 0 fixé. A 'aide de la fonction h : [0;2] — R,y — ze¥, montrer que
Je 6]%;x[ e’ —1=zxe.

La fonction h est continue. De plus, h(x/2) < e® —1 et h(x) > e* — 1. Donc, d’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe c €]5; x| tel que e” —1 = h(c).

9. Justifier que ¢ est unique.
L’unicité provient de la stricte croissance de h. En effet, h'(y) = xze? > 0.



