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Exercice 1. Questions préparées.

1. Soit I € R et (U, )nen une suite réelle. Donner la définition de « (U, )nen tend vers 1.
2. Donner un exemple de suite bornée divergente.
Aucune justification n’est exigée pour cette question.

Corrigé : Pour le premiére question voir le cours. Pout la deuxiéme, U,, = (—1)" est un exemple de suite
bornée divergente.

Exercice 2. Partie entiére et application.

Soit  un réel.

1. Justifier que, pour tout ¢t € R, on a
t—1<BE{t)<t

2. Soit (up)nen+ la suite définie par u, = . Donner un encadrement simple de

n? X u,, pour tout n € N*.
3. En déduire que (u,)nen+ converge et calculer sa limite.
Corrigé :
1. Pour tout réel ¢, E(t) est le plus grand entier plus petit que E(t). Donc E(t) +1>tet E(t) <t
2. Soit n € N*.
Avec t — 1 < E(t) <t on a, pour tout k entre 1 et n, kx — 1 < E(kx) < kz.

n

D (kx—1) < ZE (kx) gzn:
k=1 k=1

k=1
Or:
n n 1
D B
k=1 k=1
et
—1) — 7 _n.
3 O B
=1 k=1
donc ( 1) ( N
n(n + n n(n +
Tonz TS T ¢
3. Comme lim,,_s ”%% - % = lim,, %1’ = %x le théoréme des gendarmes implique que

1
(Un)nen- converge vers 5.

Exercice 3. Sur la suite de Héron.

Soit a > 0. On fixe ug > 0 et on définit la suite (u,)nen par

1
Vn € N un+1:<un+a>.
2 Up,



1. Montrer que, pour tout n € N, on a

W2 —a = (up, — a)?
-l 4u?
2. Montre que, pour tout n € N, u,41 > /a.
3. Montrer que la suite (u2 — a),en+ (on démarre & n = 1 ici) est décroissante.
4. En déduire que la suite (u,)nen+ (on démarre & n = 1 ici) est décroissante.
5. Montrer que la suite (uy)nen tend vers y/a.
6. Montrer que, pour tout n € N*, on a
i1 — v < (i — Va) .
- 2\/a
Indication : on pourra commencer par factoriser les deux membres de I’égalité de la question 1 en
faisant apparaitre les termes un11 — v/a et u, — \/a.
Corrigé
1. Soit n > 0.
2 _EM_ _L(2+2 +a2-14 2)_L(2_2 +2)_L(2_)2
Un1 =@ =7 u% a—4u% us +2au, +a au, =z us —2au, +a =1z uy, —a)“.

2. On va d’abord montrer que, pour tout n > 0, u, > 0.
Par hypothése ug > 0.

Soit n > 0 tel que u, > 0. Alors, avec a > 0, on en déduit que u,+1 = % (un + %) > 0.
Donc, par récurrence u,, > 0 pour tout n > 0.

On a vu en haut que u?_ | — a est un carré : c’est donc positif. Donc u2; > a.

Comme u,11 et a sont positifs, on obtient u,11 > v/a.

3. Soit n > 1. On veut montrer que u?,; —a > u2 —a. Si u? —a = 0 alors u2 ,; — a = 0 aussi, par
le résultat de 1. Si u2 — a > 0 alors on peut diviser et obtenir

2
0 < Uns1—a 1u? —a 1ui_1<1
- u2—a 4 w2 T 4w 4
n n n

cara > 0. Douu? | —a>u2 —a.
La suite (u2 — a),>1 est donc décroissante.
4. Soit n > 1.
uiﬂ —a > u? — a implique uflﬂ > u2 et comme les u,, sont positifs aussi u, 11 > uy,.
La suite (u,) est donc décroissante.
5. (un)nen est une suite décroissante minorée. Par le théoréme de Weierstrass, elle converge, disons
vers £, un réel supérieur ou égal a \/a.
Alors £ satisfait I'quation £ = 1 (¢ + %). Donc £*> = a. Comme { est minorée par \/a on a £ = /a.
6. Soit n > 1.
Omn a

(s — V@)t + ya) = Ln = VO (n + Va)?

2
4y

d’ou

(un - ﬁ)g(un + \/&)2 < (un — \/&)Q(Un + Un)2 o (un - \/&)2

(Up+1 —Va) = (tny1 + Va)du2 = (Va++/a)du2 B va




Exercice 4. Arctangentes.

Soit f, g et h les fonctions de ]0; +o0o[ dans R définies par

f(z) = arctan (2;> g(z) = arctan (mil) h(z) = arctan (”” — 1) .

1. Calculer les dérivées de f, g et h.

2. Montrer que, pour tout z > 0, on a f(z) = g(z) — h(x).

Corrigé :
1. Soit j une fonction dérivable sur |0; +o00[. Alors, pour tout « > 0, on a :
N4
o (@)
arctan j(z)) = ———5
( .7( )) 1 —l—j(l‘)Q
D’o1, pour tout z > 0,
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2. Soit x > 0.
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g — h — f est alors une primitive pour la fonction 0.

D’ou il existe une constante C telle que pour tout > 0 : g(x) — h(z) — f(zx) = C.
On évalue en 2 = 1 pour trouver C = arctan(3) — arctan(0) — arctan(3) = 0.
Remarque : On pouvait aussi déterminer C' en étudiant la limite en +o0o de g — h — f.



