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Correction Feuille 4 : Limites et continuité des fonctions

—2z siz < -1
Exercice 1 (Une fonction définie par morceaux). Soit f(z) = { 22 + 1 si —1<2z<0
sin(x/4) six > 0.

1. Dessiner le graphe de f.

2. Calculer les limites suivantes :

a) lim f(z) ¢) lim f(z) e) lim f(x)
r——1— z—0— T—T—

b) lm f(z) Q) lim f(z) ) lim f(x)
3. Est-ce que les limites suivantes existent ? Si oui, donner leur valeur.

a) lim f(x) b) lim f(z) c) lim f(x)
r——1 z—0 T

Correction

Par définition de f, on a :

lim f(z) = lim (—2z) = 2, lim f(z) = lim (2 +1) = 2.

r——1— r——1— r——11 z——11

De fagon analogue, on a :

li = i 241 =1, 1i = lim sin(z/4) = 0

g f@) = lim (@ 1) A, (@) = Jip, sin(z/4)

lim f(z) = lim sin(z/4) = v/2/2, lim f(z) = lim sin(z/4) = V2/2.
T T z—rt r—rt

On en déduit que les limites (a) et (c) existent, et elles valent respectivement 2 et v/2/2, tandis que la
limite (b) n’existe pas.

Exercice 2 (Limites). Calculer les limites suivantes :

24 31 2z +5
1) lim Z 2) lim = 3) lim 2
r—2 T — g z—1 12 —31 ) z—4 X —24
. 3z° — 17 . 3x° —bx® + 7 . <43
4 :cg{[kloo x7 ) zEToo i% + 2z — 53 6) xllgloo 3 +2
7) lim fz—1| 8 lm o= 9) Mmoo
1 1 1
10) lim ——= 11) lim ( - 7) 12) lim Va?+2r+5—a
z—=04/14+2—1 z—=1\1 —2x 1—z2 T—r—+00
. 1 2 .
13) lim 2% 14) lim 2 sin(~) 15) lim = TSR
T—+00 T z—0 x r—+00 L% 4 COS T
1+ 2si .
16) lim z® 17) lim 250 18) lim e*Sine
z—0+ z—+oo 1+ \/E x—+00
Correction

1. Onaz®—4=(z—2)(z+2), dou

2. Décomposer 22 —1 = (z —1)(z 4+ 1) et 2% — 1 = (z — 1)(2® + z + 1) et simplifier pour trouver 3/2.

3. La limite n’existe pas : étudier la limite quand = — 4~ et  — 4.



10.

11.

© % N o e

La limite vaut +oo (comparer les puissances les plus élévées au numérateur et au dénominateur).
Comme le précédent : la limite vaut —3/5.

Encore comme le précédent. La limite vaut 0.

0.

+00.

1/4.

En multipliant numérateur et dénominateur par +/1 + x + 1, on trouve que

1 Vit z+1 Vit x+1
Vitz—-1 (I+xz)—-1 x ’

d’otl on trouve que la limite n’existe pas (z — 07 et 2 — 07).
On a

1 1 T

l—z 1-22 (1—-a)(142)’

d’ou c’est simple & voir que la limite n’existe pas.

12. On a
2 5 2 5
Vi +2x+5—x = 5 Tt = Tt —r—+too 1.
VTt 2ot o (T @7+ 6/ +1)
13. 0.
14. 0.
15. Il faut mettre en facteur, au numérateur et au dénominateur, les quantités qui convergent a 'infini plus
rapidement que les autres. On trouve donc que la limite vaut 1.
16. On écrit
% = ezlnac — 0+ 60 -1
1
(si on a oublié la limite de lim z lnz, on peut le retrouver a partir de  lim 22 avec un changement
z—0 r—+00 T
1 Inl 1
de variable x+ — — qui donne lim xlnz = lim nlje = lim ——" = 0)
x z—0 r—400 I T—>+00 X
17. 0.
18. +o0.
i In(1
Exercice 3 (Limites et taux d’accroissement). Rappelons que lim MY _ 1 et lim M =1 et que
z—=0 X z—0 T
T—T0 T — X
Calculer les limites suivantes :
in(2 Zsin(1 t
1) Tim S022) 2) Tim Z_S01/7) 3) lim 2
=0 \/x z—=0  sinx =0 T
cos(mx) . 9 . cosx —1
4 5) lim (2z2° 4+« — 1) tan(wzx 6) lim
)x—>1/2 1—2x )x—>1/2( ) tan(ne) )x—>0 x2
In(1 + 2 In?
7) lim n(;f) 8) lim valndaz 9) lim exp(n’z) -y
z—=0  SIn“x z—0F z—+00 "
Correction
1. On a (9 (9
Sniﬁgj) = sz(xx) 2v/x — 0 quand x — 0.
2. Du moment que sinz/x — 1 quand x — 0 et que zsin(1/x) — 0, on a que la deuxiéme limite vaut 0.



. Par définition de la fonction tan, on a

tanz sinx
= avec cos(0) = 1 quand z — 0.
x x cosx

. On change la variable en posant 1 — 2z = y, et donc = (1 — y)/2. En utilisant que cos(r/2 — a) =

sin(a) (faire un dessin pour le prouver), on a

lim cos(mx) — lim sin (3y) . (3 T_ T
z—1/2 1 -2z y—0 y y=0 Jy 2 2
. 2 . _ sin(7x)
. On remarque que lim 22°4+x—1=0et lim tan(rmz)= lim = +00. On a une forme
r—s1/2 r—31/2 z—1/2 cos(mx)

indéterminée que l'on va résoudre en extrayant un facteur qui tend vers 0 dans 222 + 2 — 1 et en
faisant apparaitre un sin (& partir du cos, via une rotation de 7/2) au dénominateur pour appliquer

hrn0 PBT _ 1. On commence par noter que 222 4+ 2 — 1 = (2z — 1)(x + 1). On pose alors 2z — 1 = y,
r—> x
d’ot z = (1 +y)/2. Grace aux formules sin(a + 7/2) = cos(a) et cos(a + 7/2) = —sin(a), on trouve
alors
lim (2z% 4z — 1) tan(mz hm + (5 2Y )
i pranger) = iy (54 50) St
cos (5
:limg(3+y) (Qy)
y—0 2 —sin (gy)
5 —(3 3
— i 20 ZOFY) (7)) - 3
y—0 sin (gy) s 2 s
. On peut écrire
cosz — 1 cos’z —1 sinz ' 2 -1 R 1 d 20
= = —= uand x .
x? 22 (1 + cosx) x 1+ cosz 2 q

Quand z — 0, on a
In(1 + 22 In(1 + 22 2
( 2:1:) ( x?) L

sin? x 2 sin? z

8. La limite vaut 0 par croissances comparées.

9. On a z" = exp(nlnz), d’ou on trouve

2
e-xp(xl:x) = exp (lnx(lnx —n))

On en déduit que la limite vaut +oo pour tout n € Z.

Exercice 4 (Partie entiére).
Dans cet exercice, la notation E(x) désigne la partie entiére d’un réel . Calculer :

1. lim E(z+1) : 1 : 1
20+ 2. il_I)I%)JZE <x 3. IEIEOO:L‘E .
Correction

1.

Comme la fonction partie entiére est continue a droite au point 1, on a lim E(z+ 1) = E(1) = 1.
xz—0t

1 1 1 1
2. Pourtoutx>00na—1<E(> < —, et doncl—x<xE<> < 1. Comme lim(1 —z) =1,
T T x

T z—0

1
par théoréme des gendarmes on déduit que lin% zFE ) =1.
T—r X



3. On commence par étudier la continuité en 0. Si > 0, par définition de partie entiére on a E(1/x) <
1/z < E(1/z) + 1, qui implique que

0<zE(l/z)<1<zE(l/z)+z<1+zx.

Par le théoréme des gendarmes, on trouve alors que xE(1/x) — 1 pour 2 — 07. La méme inégalité

de départ montre, en inversant les signes d’inégalité quand on multiplie par x, que aussi la limite pour

x — 07 vaut 1. Donc la fonction est continue en 0.

Aprés, on remarque que pour tout x > 1 on a E(1/x) = 0, ce qui implique que f(z) = 0 pour tout

x > 1. Alors on a ligl+ f(z) = 0. En revanche, quand x — 1~ on a E(1/z) = 1, d’ot on déduit que
x

lim f(x) = 1. Donc, f n’est pas continue en 1, mais continue & droite. Le méme argument montre

que les points 1/n, avec n € N\ {0}, sont des points de discontinuité et continuité a droite pour f.
Enfin, la continuité de f pour les x < 0 peut étre déduite du discours précédent, en utilisant que, pour
tout z > 0, on a F(—z) = —E(x) — 1.

Exercice 5 (Une limite a partir d’une autre).

-5
1) Silim fl) =5 = 5, trouver lim f(x). 2) Si lim Lf) = —2, trouver lim M
T2 X — T—2 z—0 T z—0 X
Correction

La premiére limite vaut 5, la deuxiéme vaut 0. Pour le voir, on peut :

— soit raisonner par l’absurde : si le numérateur ne tend pas a 0, la limite ne peut pas étre finie (car le
dénominateur tend & 0);

— soit utiliser la définition de limite.

Exercice 6 (Continuité & droite et a gauche). Etudier la continuité a gauche, la continuité a droite et la

continuité des fonctions suivantes en chaque point de leur domaine de définition.
2 .
T si0<z<1
1. f:1]0,2] — R définie par f(z) = -
0.2 par f(z) {21:—1 sil<ax<?2

2
2. f:R—)Rdéﬁnieparf(:c):x—l—\/fsix#()etf(())zl.

Correction

1. Pour tout z €10, 1[, f(z) = 2? coincide avec une fonction continue, donc elle est continue en tout point
de ]0,1[ ; le méme argument s’applique a tout point dans ]1,2[. En plus, pour la méme raison on a
que lim f(z) = lim z* = 0 = f(0), donc f est continue & droite en 0; de facon pareil, on voit que

z—0t z—0t

f est continue & gauche en 2. Finalement, on a

lim f(z) = lim 2> =1 = lim 2z —1) = lim f(2) et f)y=1,

r—1— rz—1— z—1t z—1t

donc f est continue aussi en 1.

2. Le méme argument de I'exercice précédent montre que f est continue en tout point x # 0. Considérons

maintenant le cas z = 0. On rappelle que Va2 = |z|. Donc
I — i 1) =1, li — lim (z—1) = —1.
A ) = g e ) A )= g o)

On en déduit que f n’est pas continue en 0, mais continue a droite.

Exercice 7 (Limites et continuité). 1. Déterminer les valeurs de k € R pour lesquelles fj; définie par
2 six <2 . .
fr(z) = 5 . est une fonction continue.
k—ax° six>2



14 23
1+=x

2. Soit f : R\ {—1} — R Papplication définie par f(x) = . Trouver une application continue

g: R — R telle que g|g\{—1} = f

Correction

1. Pour x # 2, la fonction est clairement continue, il faut donc juste choisir le & de maniére que les deux
termes coincident a z = 2, c’est-a-dire 2% = k — 2% ou bien k = 8. La seule valeur k telle que f), est une
fonction continue vaut donc 8.

2. Comme 1+2° = (1+2)(1 -z +2?), la fonction g(z) =
x # —1.

2 _ 2 +1 est continue et coincide avec f pour

Exercice 8 (Nombre de solutions d’une équation). Montrer que ’équation 23 =15z 41 = 0 a trois solutions
dans l'intervalle [—4, 4].

Correction On calcule les valeurs de polyndémes sur les bords de l'intervalle et pour des arguments simples :
Pour z = —4, on obtient z®> — 15z +1 =16z — 15z +1=2+1= -3 < 0.
Pour z = 0, on obtient 1 > 0.
Pour z = 1, on obtient 2°> — 15z +1=1—-15+1 < 0.
Pour z = 4, on obtient 2° — 152 +1 =16z — 15z +1=2+1=5>0

Par la continuité de polyndéme et le théoréme des valeurs intermédiaires, il y a donc une solution dans
| — 4, 0[, une solution dans ]0, 1] et une solution dans |1, 4[, donc au moins 3 solutions. Pour étre rigoureux,
si on interpréte le « trois solutions » de I’énoncé comme « exactement trois », il faut ajouter que c’est une
équation du troisiéme degré qui a donc au plus trois racines.

Exercice 9 (Solution d’une équation). Montrer qu’il existe x € [37/4, 7] tel que

x
t —=0.
an:z:—|—3

Correction On évalue expression & x = 37/4 et & x = 7 et on trouve —1/4 < 0 et 7/3 > 0. Par la continuité
de la tangente et le théoréme de valeurs intermédiaires, 1’expression a donc un zéro dans l'intervalle donné.

Exercice 10 (Bijection et monotonie). Pour tout entier n > 2, on considére la fonction f, : [1,+oo[— R

donnée par
falx)=2"—2z—1

1. Montrer qu’il existe un unique x,, > 1 tel que f,(z,) = 0.
2. Montrer que fy,41(zy) > 0.
3. En déduire que la suite (z,,)p>2 est décroissante et converge vers une limite [.
4. Déterminer [.
Correction
1. Ona fp(l) = -1 < 0 et xlbn;o fn(x) = oo (parce que le terme dominant est positif). Par le théoréme

des valeurs intermédiaires, il existe donc bien x,, > 1 tel que f,,(2,) = 0. Comme f/(z) = naz""' -1 >
2 —1=1>0, la fonction est strictement croissante. Donc, x,, est unique.

2. Par définition de z,, on a z;, = x,, + 1. On obtient
fropi(@p) =2t —z, —1=z,(z,+1) —z, —1=22 —1>0.

3. Comme fr,11(1) = =1 < 0 et fr41(zy) > 0 par le resultat précédent, on a bien 1 < x,41 < x, et la
suite est décroissante. Comme la suite est minorée par 1, elle converge vers une limite [.

4. Comme x, > 1, on sait que [ > 1. Si la limite [ > 1, on obtient la minoration divergente

l+1= lim (x, +1) = lim z > lim "

or, le membre gauche de I'inégalité, [ + 1, est fini, donc lim "™ # oo
n—oo

On conclut que [ = 1.



Exercice 11 (Une fonction lipschtizienne).
Soient a et b deux nombres réels tels que a < b et f une application de [a, b] vers [a, b].

1. On suppose que pour tout (z,y) € [a,b] X [a,b] on a
[f (@) = F(y)| < |z —yl

Montrer que f est continue. En déduire qu’il existe au moins un réel u € [a,b] tel que f(u) = u. On
pourra utiliser la fonction g de [a, b] vers R définie par g(z) = f(z) — =.

2. On suppose maintenant que pour tout (x,y) € [a,b] X [a,b] avec x # y on a

[f(z) = F(y)| <z —yl
Montrer qu’il existe un unique u € [a, b] tel que f(u) = u.
Correction
1. Montrons que
Vg € R,Ve > 0,30 e R,V € R, |zg —z| < d = |f(xo) — f(z)| <e

Soient zp € R et € > 0. On pose 6 = . Soit x € R tel que |zg — x| < . Alors, par définition de 4,
|zo — x| < e. Par hypotheése, |f(xg) — f(x)| < |zo— | donc | f(zo) — f(z)| < €, ce qui conclue la preuve.
On pose maintenant g(x) = f(z) — . Comme f est continue, g l'est aussi. On sait que a < f(a) < b
donc 0 < g(a) = f(a) —a<b—aet 0 < g(b) = f(b) —b < 0. Par théoréme des valeurs intermédiaires,
Ju € [a,b],g(u) =0, c-a-d f(u) = u.

2. Pour z =y, |f(x) = f(y)| = 0 = |z — y| donc 'hypothése est strictement plus forte que la précédente,
la preuve de continuité et de 'existence de u est toujours valable.
Il reste & montrer que u est unique, c’est a dire Vu' € [a,b], f(u') = v’ = v/ = u. Soit ¥’ € [a,b], f(u) =
u'. Par hypothese, u # v’ = | f(u") — f(u)| < |u'—ul, or par définition de w et ', | f(u)— f(u)| = |v’ —ul,
donc u = /.

Exercice 12 (Surjection). Montrer que si f : R — R est une fonction continue telle que lim f(z) = —oc0
T——00

et lim f(z)= 400, alors f est surjective.
T—>—+00

Correction Soit y € R. Par la limite vers —oo, il existe forcement une valeur a € R telle que a < 0 et
f(a) < y. Par la limite vers oo, il existe forcement une valeur b € R telle que b > 0 et f(b) > v.

Par la continuité de f et le théoréme de valeurs intermédiaires, il existe xg €]a, b] tel que f(xo) = y.
Comme y était un réel arbitraire, la fonction f est bien surjective.

Exercice 13 (Image d’un intervalle. Vrai ou faux?). Vrai ou faux?

1. Si f est continue sur un intervalle fermé borné [a, b] vers R, alors f([a, b]) est un intervalle fermé borné.

2. Si f est continue sur un intervalle ouvert borné Ja,b| vers R, alors f(]a,b[) est un intervalle ouvert
borné.

3. Si f est continue sur un intervalle ouvert borné ]a,b[ vers R, alors f(]a,b]) est un intervalle ouvert,
mais pas forcément borné.

4. Si f est continue sur un intervalle ouvert borné Ja, b vers R, alors f(Ja,b[) est un intervalle, mais pas
forcément ouvert ni borné.

Correction

1. Vrai. La fonction admet un minimum et un maximum et par le théoréme des valeurs intermédiaires
atteint aussi tout I'intervalle [min, max].

2. Faux. Contre-exemples : f la fonction constante qui ne donne pas un intervalle ouvert. f(x) = 1/x sur
10, 1] qui n’est pas bornée.

3. Faux. Contre-exemple : fonction constante.



4. Vrai. Intuitivement : La fonction atteint toutes les valeurs entre inf{ f(z)} et sup{f(z)} par le théoréme
des valeurs intermédiares ce qui donne toujours un intervalle qui pourrait avoir des bornes +oo ou
inclure ses bornes si la fonction admet un minimum ou maximum. Plus formellement : par définition,
f([a,b]) est un intervalle ssi Vx,y € f([a,b]),Vm € [z,y],m € f([a,b)). Solent z,y € f([a,b])etm €
[z,y]. Par théoréme des valeurs intermédiaires, Jp € [a,b], f(p) = m, donc m € f([a,b]).

Exercice 14 (Fonction périodique).

1. Soit f: R — R une fonction continue et périodique. Montrer que f est bornée et atteint ses bornes.

2. En utilisant le résultat précédent, calculer la limite
I Inxz
im .
z=+o0 x(sin®  + cosl? )

Correction

1. Soit f : R — R une fonction continue et périodique de période T" > 0. D’aprés le cours la restriction
de f a l'intervalle [0, 7] est bornée et atteint ses bornes. Il existe donc m, M € R tels que, pour tout
x € [0,T], m < f(x) < M et x1,x2 € [0,T] tels que f(z1) = m et f(zr2) = M. Il reste & montrer
que m < f(z) < M pour tout x € R. Soit maintenant z € R. En définissant k¥ = E(z/T), on E
désigne la fonction partie entiére, on a k < % < k+1, et donc x — kT € [0,T]. Mais alors, comme
f(z) = f(x — kT) on en déduit bien que m < f(z) < M.

2. Définissons f : R — R par f(z) = sin® z 4 cos'* z. f est 2m-périodique, et donc d’aprés la question
précédente f est bornée et atteint ses bornes. Il existe donc x1, 2 € R tels que pour tout x € R on a

m = f(z1) < f(z) < f(z2) = M.

De plus on a clairement f(x) > 0 pour tout z € R (on a (sin®z < 0 et cos' z > 0, et lorsque I'un des
deux vaut 0 'autre est non nul), et donc en particulier m > 0. On en déduit que pour tout z > 0

Inx Inx Inx
<

Mz ~ z(sin®x + cos'tx) — ma’

Inx

. . Inz o : :
et donc, puisque lim —— = 0 par théoréme de comparaison, on a lim —3 i
z—+too I z—+oo z(sin® z + cos' x)

théoréme des gendarmes.

=0 par

Etudes complétes de fonctions

Exercice 15 (Fraction rationnelle).
On définit une fonction f: R\ {—1} — R par :

2?2+ 3x+3
f(z) = T a1
1. Etudier les variations de f.
2. Calculer les limites de f aux bornes de ’ensemble de définition.
3. Calculer les limites en —oo et en oo de 'expression f(z) — (z + 2).
En déduire que la droite d’équation y = x + 2 est asymptote au graphe de f.
4. Déterminer la position du graphe de f par rapport a cette asymptote.

5. Tracer le graphe de f.

Correction
1.
b e +3)(x+1)— 12 +32+3) 222 +3r+20+3-2°-32-3  2°+22  z(z+2)
Fz) = (x4 1)2 N (z +1)2 (412 (z+1)2
—0 -2 -1 0 400
f'(x) + 0 - N/A - 0 +
f(z) / N\ N\ /




2. Les limites sont : i =— li =— li = li =
es limites son x_1>r_noof($) oo, lim_ f(x) oo, lim f(x) = 400, x_l)rfoof(x) +oo

2 +3x+3—a2—x—2r—2 1

y = = + 2 est asymptote de f.
4. Pour z < —1, f(z)— (z+2) < 0 donc f est au dessous de 'asymptote. Pour z > —1, f(z) —(z+2) > 0
donc f est au dessus de I'asymptote.

dont la limite en 4+/ — 0o est 0, donc la droite

5. A tracer & la main ou avec un logiciel.

Exercice 16 (Avec un logarithme).
On note f la fonction définie sur [0, 1] par f(x) = (1 —z)In(1 — z) + z et g la fonction définie sur |0, 1]
In(1—x)
par g(z) = — 2L 2)
x
1. Etudier les variations de f sur [0, 1[ et en déduire que f est a valeurs positives.
2. Etudier les variations de g sur ]0, 1].

3. Déterminer les limites éventuelles de g(x) pour = tendant vers 0 et pour z tendant vers 1.

Correction
On note f la fonction définie sur [0, 1] par f(z) = (1 — x)In(1 — z) + = et g la fonction définie sur |0, 1]
In(1—x)
par g(r) = ————.

x
1. On calcule la dérivée de f : soit x €]0,1[. On a :

f’(a:):—ln(l—a:)—i—(l—x)xl +1=—-In(l—2x)

-
Donc f’ est strictement positive sur 0, 1[. On en déduit que f est strictement croissante sur ]0, 1[.
On remarque que f(0) est égal & 0, donc f est positive sur [0, 1].

2. La fonction g est continue et dérivable sur ]0, 1], et pour tout x €]0,1[, on a :

g/(x):1< — —1n(1—x)> _—e—(-o)(l-2) ()

2 \1—=z 2

D’aprés la question 1, on peut affirmer que, pour tout z de ]0,1[, ¢'(z) est négative, donc g est
strictement décroissante sur |0, 1[.

3. Soit z €]0,1[. On a
In(1 — ) In(1 —z) —1In(1)

9(x) = x T 1—2)—1
g(x) représente donc 'opposé du taux d’accroissement de la fonction In entre 1 —x et 1, donc lir% g(x) =
T—
—In'(1) = —1.
.. . . Int .
Pour la limite en 1, on utilise que 11(r)n - =% donc h{n g(z) = —o0.

Exercice 17 (Fonctions continues a valeurs discrétes). Quelles sont les fonctions f : R — R continues dont
I'image est contenue dans Z ? dans Q7

Correction Il s’agit des fonctions constantes, parce qu'une fonction continue qui prend deux valeurs dis-
tinctes admet aussi 'intervalle des valeurs intermédiaires entre ces deux valeurs, mais cet intervalle contient
toujours de réels non-entiers/non-rationnels.



