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Exercice 1: Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies 7 Justifier chaque réponse.
x

1. Si pour tout z € R on définit f(x) = In(1 + €%), alors pour tout z € R* on a f'(z) = c.
x

x

Solution: Faux. f'(z) = 5=
g, sml)in®
n—-+oo

Solution: Faux. On a ’encadrement

_ 2 e 2 2
1+n <s1n(4)—|—n <1—i—n7
4n - 4n - A4n

— 0 puisque —1 4+ n? et 1 4+ n? sont négligeables devant 4.

n——+00

sin(4™)+n?
et donc ———

2 _ 2
3. 2n+1)* = nﬁOJroo(n ).
Solution: Vrai. En effet
(2n+1)2  4n’+44n+1

4.
n2 n2 n—s+oo
4 e = 0 (o).
n—+oo
Solution: Faux. En effet,
e(n+1)2 en2+2n+1 _—
’I’L2 - nz =e€ 4 +OO.
e e n—+oo

Exercice 2: On fixe § € }0, g} et on définit la suite (u,)nen par ug = cos(f) et pour tout n € N

14+ up,
Unp+1 = 9 .

1. Montrer que 'on peut bien définir de cette maniére u,, pour tout n € N.

T
Solution: On procede par récurrence. On peut bien définir ug, et comme 6 € ]0, 5} on a ug > 0. Soit

14w
maintenant 7 € N. On suppose que 1’on peut définir u,, et que de plus u,, > 0. Mais alors + Un

>0,

1+ u,
2

ce qui implique que 'on peut bien définir u,4+1 = , et que de plus 4,41 > 0. On en déduit
que 'on peut bien définir u,, pour tout n € N.

T
2. Montrer que, pour tout u € ]0, 5},

sin(2u)
et COS(U) = m .

cos (E) 1+ cos(u)
2 2



T
Solution: Soit u € }0, 5} D’une part, d’apres le cours,

cos(u) = cos (% + g) = 2cos? (%) -1,

ce qul d()nne
1 + OS
c S2 (U;) Ci (u)

Mais comme u € ]07 g] implique g € ]0, Z] et donc cos (%) > 0, on en déduit

4

(u) 1+ cos(u)
cos(=)=4/——.
2 2

D’autre part, d’aprés le cours on a sin(2u) = 2sin(u) cos(u), et comme sin(u) # 0 puisque e }0, z}

2 4
on obtient bien

sin(2u)
cos(u) = 2sin(u)’
0
3. (a) Montrer que pour tout n € N on a u,, = cos on |-

0
Solution: On procede par récurrence. On a bien ug = cos(f) = cos (20> Soit maintenant n € N.
1+ cos (%)

2 }On

_ 0 Mais al _ 0
on suppose que U, = COS on ) ais alors w41 = , et comme o € ]O,

s
2
) . L . 0
peut appliquer la question précédente avec u = on pour en déduire que u,4+1 = cos i1 ) On

0
a donc bien montré que u,, = cos (2”) pour tout n € N.

(b) La suite (u,)nen admet-elle une limite, et si oui laquelle ?

0
Solution: Comme — — 0 et la fonction x — cos(z) est continue en 0 et vérifie cos(0) = 1,
2N p—too

on déduit

U, — 1.
n—-+oo

4. On définit la suite (v,,),en+ par, pour tout n € N*,

n
Un = H Uj .
i=1

(a) Montrer que, pour tout n € N*,
sin(6)
Vp = —————.
" ongin ( 2%)

Solution: Soit n € N*. D’apres la question précédente,
n
0
Up = H cos (22> .
i=1
. . . 0 . .
En appliquant n fois la question 2) en prenant u = o il vient

sin(#) .sin(% . sin (525)  sin (527)

2sin (g) 2sin (%) " 2sin (27%1) " 2sin (2%)’

Unp =
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et donc apres simplification on obtient bien

sin(0)
Up = . 0"
2™ sin (2—")

(b) La suite (vy,)nen admet-elle une limite, et si oui laquelle ?

Solution: De plus, comme % s 0ot lim 2@ _ y;, sin() — sin(0)

— ain! _ _
n——+oo z—0 I z—0 x—0 s (0) - COS(O) -
1, on déduit

) sin(6) . 1 sin(6)
nEIJrrloo Un = 0 niIEoo sin(9/2) 0
0/2n

Exercice 3: Pour tout entier n € N* on définit la fonction f, : [0,1] — R par, pour tout = € [0,1],

folz)=2" — (1 — x)2.

1. Dans cette question 'entier n € N* est fixé.

(a)

Calculer f; et déterminer le tableau de variations de f,, sur Uintervalle [0, 1].

Solution: Pour tout z €]0,1[ on a f/,(z) = nz" ! 4+ 2(1 — z). Mais pour x €]0,1[ on a 2"~ > 0
et (1 —x) >0, et donc f/(x) > 0. On en déduit le tableau de variations suivant.

T 0 1
fa(z) +
ONIENAE

Justifier qu’il existe un unique réel ., €]0, 1] satisfaisant f,,(c,) = 0.

Solution: Comme f(0) = —1, f(1) = 1 et f est strictement croissante sur [0,1], f est bijective
de [0,1] sur [—1,1]. 11 existe donc un unique antécédent de 0 par f, qui appartient a ]0, 1[, que
I'on note ay,.

Calculer f,,11(a,) et montrer que fr11(an) < fn(an). Quel est le signe de fr41(ay)?

Solution: On a f,1(a,) = — (1 — a,)?, et comme a,, €]0,1[ on a a?*! < a” et donc

Jny1(an) < Qg — (1- an)z = fulan) =0.
Donc fr41(ay,) est strictement négatif.

En utilisant la question précédente, montrer que la suite (o, )nen+ est strictement croissante.

Solution: Soit n € N*. D’aprés la question précédente f41(ay) < 0. Mais comme f,11 est
strictement croissante sur [0, 1] et f,+1(c,41) = 0, on en déduit que a1 > a,. La suite est donc
strictement croissante.

En déduire que la suite (ap,)nen+ est convergente. On notera sa limite a.

Solution: La suite (a;,)nen+ est croissante et majorée par 1, elle est donc convergente.

Montrer que si 'on suppose a: < 1, alors dans ce cas a;, —+> 0. Que peut-on en déduire ?
n—-+oo

Solution: Si 'on suppose a < 1, alors comme «,, < « pour tout n > 1 on a

0

IN

ap <a” — 0.
n—-+oo

On a donc sous cette hypothese o)y — 0. Mais alors
n—-+o0o

0= fulan) =a; — (1 - Oén)Q njoo (1- O‘)z-

Au final on trouve 0 = (1 — )2, c’est-a-dire @ = 1. On aboutit & une contradiction. On en déduit
que o > 1 et comme «,, < 1 pour tout n > 1 il est clair que a < 1, donc en conclusion a = 1.
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