Outils analytiques

Théoréme de Darboux. Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable. Alors pour tout ¢ entre f’(a) et f'(b)
ilyax € [a,b] avec f'(z) =c.
Démonstration : Si ¢ = f'(a) ou ¢ = f'(b), rien a démontrer. Quitte a remplacer f par —f, on peut
supposer f’(a) > f'(b); en remplagant f(z) par f(z) — cx on peut supposer f'(a) >c=0 > f'(b).

Puisque f/(a) = lim,_,,+ f(x) ( ) > 01l yaa<dad <bavec f(a') > f(a). De méme, illyaa <l <b
avec f(b') > f(b). Par le théoréme du maximum il y ax € [a,b] tel que f(x) est maximal. Mais ni f(a) ni
f(b) sont maximaux. Ainsi z €]a,b[ et f'(x) =0. O

Deuxiéme théoréme des accroissements finis. Soit f : [a,b] — R continue sur [a,b] et dérivable sur
la,b[. Alors il y a ¢ €]a, b] avec

F1(©)lg(®) — g(a)] = ¢'(0)[f(b) — f(a)].

Remarque. Si ¢ # 0 sur |a, b[ et g(a) # g(b), on reécrit la conclusion comme

f'(e) _ f(b) = f(a)
gc)  g(b) —gla)’

Démonstration : On pose

Alors h : [a,b] — R est continue sur [a,b] et dérivable sur Ja,b[, avec h(a) = h(b) = 0. D’aprés le théoréme
de Rolle il y a ¢ €]a, b] avec

0="1(c) = f(c)lg(b) — g(a)] = [f(b) — f(a)lg'(c).
Le théoréme en découle. [

Régle de I"'Hospital (ou de I’Hopital). Soient f et g deux fonctions réelles dérivables sur |a, b|, tel que
g # 0 sur Ja,b. Silim, , f(z) = lim,_p g(z) € {0, +00} et lim,_y; fE )) existe, alors

lim f(z) = lim f'(z)

a—b g(x) z=b g (x)
Remarque. En remplagant f(z) et g(z) par f(—z) et g(—x), on obtient les théorémes analogues pour = — a.

Démonstration : On note d’abord que si b = oo et le théoréme est vrai pour b € R, on pose F(z) = f(1)
et G(z) = g(2). Alors avec y = 2 on a

lim @ lim M li F(y) = 1l M =
a—oo g(x)  y=0t G(y)  y=0t G'(y)  y—0t ¢'(+)

On peut donc supposer b € R.

ler cas : lim,_p f(z) = lim,p, g(2) = 0. On prolonge f et g en b par continuité, avec f(b) = g(b) = 0.
Puisque ¢’ # 0 sur |a, b, le théoréme de Rolle implique que g # 0 sur |a,b[. D’aprés le deuxiéme théoréme
des accroissements finis, pour tout x € [a,b] il y a c. €]x,b] avec

fles) _ f) - f(x) _ fla)
g'(ca)  g(b) —glx) g(z)
Or, si x — b alors ¢; — b également. Ainsi

lim M = lim I(cx) = lim f'(z)
a—b g(x)  2=bg'(cp) a—bg(x)
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2eme cas : lim,_yp f(x) = lim,_, g(x) = 0o. Soit lim,_y;, % =/{ Pourtout 1 >e>0ilyaa<c<bd
tel que pour x €]c, b[ on a

/(@) €
9'(x) _4 =3

_3'

D’aprés le deuxiéme théoréme des accroissements finis pour tout x €lec,b[ il y a y €]c, z] tel que

Ceci donne PR
9@ o) _ ')
1-%9 g
soit
fl@) ', gle)y | flo)
/0~ ) " o) ey
Or, lim,_,, g(x) = 0co. Il y a donc d € [, b[ tel que pour = €]d,b[ on a
g(c) € fle)) _ €
‘g(ac)) S300+ny ‘97)‘ =3
Alors i PO (9@ . £
T _ Y ~gle c)
o= 7 O G) * o
f'ly) f'y) gle)) £
= 9'(y) 4 Tl e ’ " ‘g(l’)‘
<3++ 1)3(|5|€ nt 3=

f(=)

9(z)
Remarque. Le théoréme original est pour une fonction f :]a,b] — R dérivable, avec f(b) = g(b) = 0 et
g'(b) # 0. Alors lim,_,;- % = g ,égg. Ceci se démontre aisément :

I'(@)

Ceci montre lim,_p =/{ =lim,_ UOR O

o T@) @) e=b f)

b g(m)  asb-  x—b  g(z)—gb) ¢(b)




