Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre d’Automne 2023-2024

Cursus préparatoire : Fondamentaux des Mathématiques 1 29 Novembre 2023

Correction du Devoir surveillé N°4

Durée : 1h30

Exercice 1 (6 points). 1. Résoudre en z € C I’équation 22 = 3 — 4i.

2. Soit s : C — C 'application définie par

qui traduit une transformation géométrique S du plan P. Trouver les points fixes et identifier la transfor-
mation géométrique correspondante.
3. Soit # € R, t € [0,1] et n € N* fixés. On pose S,,(0) = >, t* 1 sin(k6). Montrer que

sin(f) — t" sin((n + 1)) + t" 1 sin(nd)
t2 — 2tcos(f) + 1

Sn(0) =

bl

et en déduire la valeur de lim S, (0).
n—-+4oo

Correction. 1. On cherche les nombres complexes 2z = a+bi tels que 2% = 3—4i. Comme |2%| = /32 + (—4)2 =
5, on a
a?—b =3 a? =4
2ab =—4=<ab =-2=(a,b)€{(2,-1), (-2,1)}.
a?+b =5 v¥o=1

Donc lensemble des solutions est {2 — i, —2 + i}.

2. Soit § = %(2 —14). Par 1., § est une racine carrée de %. Comme le module de § est 1, on a § = €% avec

6 € R et s(z) = ez, quelque soit z € C. Donc z € C est un point fixe de s si et seulement si %z € R. 1l
s’ensuit que l'ensemble des points fixes est la droite (OA), ou A est le point d’affixe §, et S est la symétrie

par rapport a la droite (OA). (N.B. : En prenant la racine carrée —d, on obtient la méme droite (OA).)

3. On pose T,,(0) = >, t*Yek? Pour § € R, t € [0,1[, on a [te?| < 1, donc

Tn(ﬂ) _ eie Z(tew)k’l
k=1
ew(l — (tew)”)
1 — tei?

ew(l — t”eme)(l — te‘i‘g)

(1 —te®)(1 — te—)
il _ neiln+1)0 | yn+1gind _ 4

1 — 2t cos(f) + 2

Par conséquent,
sin(0) — t" sin((n + 1)0) + t"*! sin(nd)

t2 — 2tcos() + 1
Pour # e R, t € [0,1[ et n € N* on a |sin((n + 1)0)| < 1 et |sin(nd)| < 1, donc, quand n — +o0,

t" - 0= t"sin((n+1)8) =0 et t""'sin(nd) — 0,



et on déduit

) sin(6)
1 n(0) = .
n—l)IJIrlooS ©) t2 — 2tcos(f) + 1

Exercice 2 (5 points). a) Déterminer les entiers x € Z tels que 3z =1 (mod 5).

b) En déduire les solutions z € Z du systeéme 3z =1 (mod 5) et z =5 (mod 13).

Correction. a) L’équation 3z =1 (mod 5) équivaut a 3z — 5y = 1 pour certain y € Z. Comme 3 x 2—5x 1 =1,
en soustrayant on obtient 3(z —2) —5(y — 1) = 0 <= 5|3(x — 2) <= 5|(z — 2) car 5 et 3 sont premiers entre eux,
donc z =2 (mod 5).

b) D’apres a), le systéme équivaut & = 2 (mod 5) et x =5 (mod 13). Comme 5 et 13 sont premiers entre eux et
13 x2—5x5 =1, d’aprés un théoreme du cours, la solution générale est t =2x 13 x2—5x5x 5 (mod 5 x 13),
c’est-a-dire

x =57 (mod 65).
Exercice 3 (5 points). a) Calculer pged(198,75) et trouver entiers u et v tels que
pged(198,75) = 198u + T5v.

b) Résoudre dans Z X Z les équations suivantes :
1. 198z 4 75y = 0;
2. 198x 4 Thy = 3;
3. 198z + 75y = 5.

Correction. a) On effectue les divisions euclidiennes :

198 =75 x 24 48
75 =48 x 1+ 27
48=27x1+21
27=21x1+6
21=6x%x34+3
6 =3 x 2 = pgcd(198,75) = 3,
et en déduit
3=21—(27—21)x3
=—27x3+4(48—-27) x4
=—(75—48) x 74+ 48 x 4

=(198 -75x2)x 11 =75 x 7= 198 x 11 + 75 x (—29) = 3.

b) 1. On cherche (z,y) € Z x Z tels que 198z + 75y = 0 <= 662 + 25y = 0 = 25|z car pged(66,25) = 1.

En substituant x = 25k avec k € Z dans la derniére équation, on tire y = —66k. Donc la solution générale est

x = 25k,y = —66k pour k € Z.

2. Pour tout (x,y) € Z X Z, d’apres a), on a 198z + 75y = 3 < 198(x — 11) 4+ 75(y + 29) = 0, on déduit de 1. que
x =11+ 25k, y=—29 — 66k, ke€Z;

3. On a 3 = pged (198, 75) et 3 ne divise pas 5, donc 'équation 198z + 75y = 5 n’a pas de solution dans Z x Z.



Exercice 4 (8 points). On considere application f : R — R telle que pour tout z € R,

f(z) = \/ch(z + 1) — /ch(z).

1. Justifier que f est définie et continue sur R.

2. Montrer que f(0) = —f(—1) et que ces réels ne sont pas nuls. En déduire que ’équation f(z) = 0 admet au
moins une racine sur 'intervalle | — 1, 0].
3. On consideére I'application g : R — R définie pour tout = € R par g(z) = y/ch(x).
(a) Quelle relation simple relie f et g ?
(b) Rappeler le théoreme de dérivée composée. Calculer la dérivée g'.
4. On considere la fonction f : R — R définie par f(z) = (ch(z))Y* pour x # 0.
(a) Calculer
lim M

z—0 xT

En déduire le prolongement par continuité en 0 de f.

(b) Montrer qu’on obtient une bijection de R sur un intervalle & préciser.

Correction. 1. Pour tout z € R, ch(z) = ezgefz > 1> 0, donc ch(x + 1) > 1 > 0 et la fonction ¢ — /% est

définie, et continue pour ¢t > 0, donc f est définie et continue pour tout x € R.
2. f(0) = y/ch(1) — {/ch(0) et f(—1) = y/ch(0) — /ch(—=1) = /ch(0) — /ch(1l) = —f(0). D’autre part,
f(0) = y/ch(1) — /ch(0) = \/(e+e 1)/2—1>0care+e ! —2=(y/e — Ve 1)?2 > 0 (ou on admet que

e > 2). Donc f(—1) < 0. Comme f est continue sur | — 1,0[, par le théoréme des valeurs intermédiaires, il

existe x €] — 1,0] tel que f(z) = 0.

3. (a) f(z)=g(x+1)—g(z).
(b) Soit g = how alors ¢ = h ou X v/, on lapplique & h : x — /T et u = ch,

sh(zx)

9'(1’) = m

In ch(z)

4. On considere la fonction f(z) = (ch(z))/* =e~ = = > 0 pour tout = # 0.

(a) Comme
sh(0)

Inch(z) Ve B
ti S (hn(eha))(0) = S =0

on a lim, o f(z) = € = 1. On définit f(0) = 1 par le prolongement par continuité en 0.

(b) Pour x # 0, on a

f(z) = fa(:f)h(m) avec h(x) = xtanh(x) — Inch(x).
D’autre part, h(0) = 0 et h'(z) = (1 — tanh®z) est du signe de z car |tanh(z)| = |zzjr::: | <1 pour

tout € R, donc pour tout = # 0, h(z) > 0, donc f'(x) > 0, ce qui implique que f est strictement
croissante sur R. Quand z — 400,

In ch(z) :1—|—11H1+6_2m o
x 2 ’

donc f(x) — e. Enfin, on a f(—x) = 1/f(z) avec lim,_,_ f(x) = 1/e. Le prolongement de f est donc

une bijection de R sur |1/e,e].



