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Exercice 1 :
1. Soit E un ensemble de cardinal n > 0.
(a) Calculer }° ycp(p)card(X).
(b) Donner le cardinal de 'ensemble {0, 1,2}.
(c) Donner le nombre de couples (X,Y) avec X CY C E.
(d) Donner le nombre de couples (X,Y) avec X,Y € P(E) et XNY = 0.

2. A une féte, n personnes sont invitées. Elles peuvent se rencontrer ou non. Montrez qu’au moins 2
invités ont rencontré le méme nombre d’invités.

Solution.

1. (a)

card ({0, 1,2}%) = card({0, 1, gyjcard(x) _ geard(x)

(¢) Soit X CY C E. On pose
fX7y B — {0, 1,2}

0 sizelX
z—< 1 sizeY\X
2 size E\Y.

Alors Papplication g : {(X,Y) € P(E)?: X C Y} — {0,1,2}¥ donné par (X,Y) — fxy admet
comme application réciproque

h:{0,1,2}F - {(X,Y) e P(E)*: X CY}
f={zeE: flx)=0}{zeE: f(x) <1}).
Donc g est bijective, et card({(X,Y) € P(E)?: X CY}) = 3™
(d) On considére 'application
{(X,Y)ePE?: XCY}={(UV)ePE)?*:UNV =0}, (X,Y) — (X, Y\ X).
Elle admet une fonction réciproque
{(U,V)eP(E)*:UNV =0} = {(X,Y) e P(E)?: X C Y}, (U; V) — (U, UUYV).

Donc card({(U,V) € P(E)2: UNV = 0}) = card({(X,Y) e P(E)?: X CY}) = 3™

2. Une personne peut rencontrer entre 0 et n — 1 invités. Cependant, si une personne rencontre n — 1
invités, elle rencontre tout le monde et personne ne rencontre 0 invités. Il y a n personnes et n — 1
possibilités. On a n > n — 1 ; d’aprés le principe des tiroirs, il y a au moins deux personnes qui
rencontrent le méme nombre d’invités.

Exercice 2 :



1. Soit f : X — Y une application. Montrer que f est bijective si et seulement si pour toute partie
AC X ona f[X\A] =Y\ flA].

2. Soit E un ensemble et F C P(E) tel que pour tout X, Y € Filya Z € Favec Z C XNY. On
définit sur P(E) la relation A ~r Bssi 3X € F, ANX = BN X.

Solution.

Montrer que ~r est une relation d’équivalence.
Donner les classes de () et de E.

En déduire que si E' contient au moins deux éléments, il y a une relation d’équivalence sur E qui
n’est pas de la forme ~r.

Décrire ~x si F posséde 2 éléments disjoints.

En déduire que 'application F —~x n’est pas injective.

1. Soit f bijective, et A C X. Soit y € Y \ f[A]. Puisque f est surjective, il y a x € X avec f(z) =y. Si
x € A alors f(x) € f[A], une contradiction. Donc x € X \ 4, et f[X\ 4] D Y\ f[A]. Réciproquement,
soit x € X \ A. Alors f(z) € Y. Si f(z) € fl[A],ilyaa € A avec f(a) = f(x); par injectivité de f
onax =a € A, une contradiction. Donc f[X \ A] CY \ f[A] et on a égalité.

On suppose maintenant f[X \ A] =Y\ f[A] pour tout A C X. Pour A=0ona f[)]=0et f[X] =Y.
Ainsi f est surjective. Si f(z) = f(2') =y, on pose A = z/. Alors

y £Y\ f(@') =Y\ fIA] = f([X\ A].

Puisque f(z) =y,onaz ¢ X\ A= X\ {2'}. Puisque x € X on a x =2/, et f est injective.

2. 1l faut supposer que F est non-vide.

(a)

(e)

Ona ANX = ANX pour tout x € F, donc A ~x A pour tout A C X (reflexivité).

Si A~r Bsoit X € Ftelque ANX =BNX. Alors BNX =ANX, et B~r A (symétrie).
SiA~r Bet B~r Csoient XY € Ftelque ANX =BNXet BNny=CNY. Soit Z € F
avec Z C X NY.Alors ANZ=BNZ=CNZ, et A~z C (transitivité).

Ainsi ~r est une relation d’équivalence.

M ={ACE:3X e FXNA=0}et [E]={AC FE:3X € F X C A}. Dans les deux cas,
le X € F témoigne de la relation ~x, et un témoin de la reation a nécessairement la propriété
voulue.

Si) ~x E, alors ) € F. Mais si ) € F, on a A ~x B pour tout A, B C E (témoigné par )). Donc
la relation avec deux classes {0, E} et P(E) \ {0, E} n’est pas de la forme ~r.

Si F contient deux éléments disjoints X et Y, alors il contient un Z C XNY = . Ainsi ) = Z € F,

et ~r est la relation totale.

~ 0y et ~p (E) sont tous les deux la relation totale, et {0} # P(E) (sauf pour £ = 0)).

3 : Une suite réelle (uy), est une suite de Cauchy si lim,, o sup{|u; — uj| : 4,5 > n} =0.

Exercice

1. Soit (up), une suite de Cauchy.

(a)
(b)
(c)

Montrer que (uy), est bornée.
En déduire que (uy,), a une suite extraite convergente. Soit ¢ sa limite.

Montrer que (u, ), converge vers /.

2. Montrer qu'une suite convergente est une suite de Cauchy.

Remarque : On appelle un corps ordonné complet si toute suite de Cauchy converge. Dans cet exercice on
montre que R est complet. Par contre, les rationnels Q ne sont pas complets.

Solution

1. (a)
(b)

Puisque limy, oo sup{|u; — uj| : 4,5 > n} =0, il y a N tel que sup{|u; —u;| : i,j > N} < 1. Alors
|u; — un| < 1 pour tout i > N, et (uy), est bornée.

D’apreés le théoreme de Weierstrass, une suite bornée a une suite extaite convergente.



(c) Soit € > 0, et N entier tel que sup{|u; — u;| : 4,5 > n} < ¢€/2 pour n > N. Soit k > N tel que uy,
est dans la suite extraite et |uy — ¢| < €/2. Alors pour tout n > N on a

[un, — €] < |up —ug| + Jug — €] < €/2+¢€/2 =e.

Ainsi limg, oo up, = £.

2. Soit (up)n une suite convergente vers un réel £. Soit € > 0, et N entier tel que |u, — ¢| < €/2 pour
n > N. Alors
lui — s < lus =€+ [0 —us] < €/2+€/2 =€

Ainsi limy, o0 sup{|u; — uj| : 4,5 > n} =0, et (uy), est une suite de Cauchy.

Exercice 4 : Pour z,y € R, on considére les suites définies par

Uy, + U
Uy =z, vo=9Yy, et upp1 = —5 Un4+1 = v/ UpUp.

1. Montrez que (up)n>1 €t (vy)n>1 sont adjacentes, et déduire qu’ils ont une limite commune, qu’on
appellera M (x,y) (moyenne arithmético-géométrique).

2. Montrez que M est symétrique, et que M(tx,ty) = tM(x,y) pour tout ¢t € Ry (on dit que M est
homogene de degré 1).

3. Montrer que /zy < M(z,y) < %, avec égalité si et seulement si x = y.

Solution.

1. Notons que

Un+1 — Un41 =

SRS R, 8, S

Donc up+1 > vpy1 pour tout n.
Supposons u,, > v,. Alors

Up, + Un Uy, + Un
Up4+1 = 9 < 9 = Un et Un4+1 = \/UnUn 2 \/UnpUp = Un.

Ainsi (uy)n>1 est décroissante et (vy,),>1 est croissante.
Enfin,

(Vtn = v/on)? (Vi — /o) *(y/tin + /Vn) (Vtn = v/0n)(un —vn) _ up =0

Up+1 — Un+1 = = = >

2 2 (/U + +/On) (\/Un, + \/Un) 2 2
Ainsi limy, o0 (un, — vy,) = 0 et les deux suites sont adjacentes.
D’apreés le théoréme de ssuites adjacentes, elles ont une limite commune ¢ = M (z,y).
2. Si on commence avec uj = y et v, = x, on a u] = uy et v] = vi. Ainsi (Up)p>1 = (U),)n>1 €t

(Un)n21 = (U;L)lelv d’ott M(.ZU, y) = M(y,.%’)
De méme, puisque t“”‘gt”” = t“”‘QH’" = tupt1 et Vituptv, = t\/unv, = tv,+1, on voit par récurrence
que si on commence avec uj = tx et vj =ty on a u], = tu, et v, = tv,, d'ou M(tz,ty) = tM(z,y).

3. (un)n>1 est décroissante, donc u; = xQﬂ > 0= M(x,y). Et (vy)n>1 est croissante, d’ot v; = /Ty <
0= M(x,y).
Le calcul en 1. montre que les croissances sont strictes sauf si x = y. Ainsi les égalités sont strictes,
sauf si £ = y. Si x = y, les suites sont constantes et égales, et on a égalité.



