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Documents et calculettes interdits

Exercice 1 : Dans cet exercice, 'utilisation de la formule démontrée en cours pour la somme 0+1+- - -+(n—1)
des premiers n entiers n’est pas autorisée.

1. Calculer (k +1)% — k2.
2. En déduire la formule pour la somme des n premiers entiers impairs.
3. En déduire la formule pour la somme des n premiers entiers pairs.

4. En déduire la formule pour la somme des n premiers entiers.

Solution.

1. On a
(n+1)>—n?*=n*+2n+1-n*=2n+1.

2. Ainsi la somme des n premiers entiers impairs vaut

n—1 n—1
D 2i41=> (i+1)?-i*=(n-1+1)7-0=n?
=0 =0

(somme téléscopique).

3. La somme des n premiers entiers pairs vaut donc

n—1 n—1 n—1 n—1
d2i=> (2i+1)-1)=> (2i+1)-Y 1=n"—n.
=0 i=0 i=0 =0

Exercice 2 : On considére I'ensemble T = {(i,j) € N? : i + j < n}.

1. Sur un plan cartésien dessinez 1" pour n = 5.

2. Calculer
Y it
(i,5)€T
On rappelle que E?:o 2 — w.
Solution.
1. C’est le triangle isocéle de sommets (0,0), (0,5) et (5,0).
2. On a
— n n—i . - n n— n—1 B n (n — Z)(n . Z + 1)
2 H‘]_ZZHJ— (D i+) )= (n—i+1)i+ 2
()et =0 j=0 =0 j=0  j=0 =0
N ) |
:Z(nJrz)(n i+1) 1 (%t )
2 9
1=0 pard
=5+ 1) +n) + = )
n(n+1) n(n+1) n(n+1)(n+2)




Alternative. On somme le long des diagonales i + j = k, avec 0 < k < n entier :

n k n n
L _ Dk — 9 :n(n+1)(2n+1) n(n+1)
(i§T2+] kzzogok kzzo(m )k ;(1@ + k) g + =
_ n(n+1)(2n+1+3) _ n(n+1)(n+2)‘
6 3
Exercice 3 : Soit (zp)nen la suite définie par zo =4 et x4 = 2;5::23.
1. Montrer que z,, > 3 pour tout entier n € N.
2. Montrer que @,41 — 3 > 3 (2, — 3) pour tout entier n € N.
3. En déduire que z,, > (%)n 4+ 3 pour tout n € N.
4. La suite (zp,)nen est-elle convergente 7
Solution.

1. Par récurrence sur n.

Initialisation : Pour n =0 on a g = 4 > 3.

Hypothese : x, > 3.

Heérédité : On a

22 -3 2r,—2> 2.3-3 5
Tptl1 = = 3 > 5 =5 = 3.
Ty +2 1+ T 1+ 3 3

Conclusion : On a X,, > 3 pour tout n € N.

2. On a
3 272 —3 3 272 -3 1
(41 —3) —§(xn—3) i -3- §(xn—3) Rl —§(an+3) =
202 —3 — 5(zn +3)(@n+2) 422 — 6 — (22 + 5z, + 6)
Ty + 2 2(xn +2)
_ 322 — bx, — 12 _ (@0 =3)Bza+4) 0
2(xn +2) 2(xn +2) -

puisque x,, > 3. Ainsi x, +2 —3 > %(atn — 3) pour tout n € N.
3. Par récurrence sur n.

Initialisation : Pour n=0onaxg=42>4= (%)0 + 3.

Hypothese : x, > (%)n + 3.

Hérédité : On a

Tt > (o —3) 432 2 [(0)"+3-3] +3=(2)"" +3

Conclusion : Ainsi x,, > (%)n + 3 pour tout n € N.

4. Puisque % >1lona limnﬁoo(%)" =o00. Or, o, > (%)" + 3, et donc limy, o0 2, = 0.

Exercice 4 : On considére la fonction réelle

A S o e

frz—In(e” +Ve* +1).

Donner le domaine de définition maximal.

Etudier les éventuelles limites de f aux bornes de son domaine maximal.
Calculer la fonction dérivée de f.

Donner le tableau de variations de f.

Calculer ses asymptotes éventuelles.

Dresser le graphe de f.

Solution.



. Onae®>0,e*4+1>0et donc e® ++e2* + 1 > 0 pour tout € R. Ainsi le domaine maximal est
R.

cimg o e® =0 et donce lim, oo f(z) =In(0++1/0+1)=Inl1=0.
de l'autre coté, lim, o €* = 00, et donc lim,_,~ f(z) = 0.
. On a f(0) = In(1 4 v/2), et donc

1 227 2e” Ve 4+ 14e" ev >0

"(2) = ————=("+ =
) ez—{—\/eh—i—l( 2Ve2r + 1 e+ Ve +1 2v/e2 + 1 Ve 41
. On a f(0) = In(1 + /2, et donc

T ‘ —00 0 00
f(z) +
fzy| 0 /A Im(1++v2) /7 oo

. On alimy—,_ f(z) = 0, et donc une asymptote horizontale y = 0 en —oco. En +00 on calcule

Cf@) . W@ V&L (14 Vg e )
a= lim —% = lim = lim
r—=oo X T—0 x T—00 T
i A+ VIFe) et (VT )
= Jlim . = Jlim p
In(1++vV1+e 2
=1+ lim n(l + te )_1+0:
T—r00 €T
et
b= le (f(x) —ax) = li_}m (In(e® + Ve2r +1 —z) = h_{ﬂ (Ine” + In(1 + 12 %) — g)

= li_>m In(1++v1+e2%)=1In2.

En 400 il y a donc une asymptote affine y = x + In 2.

T T




