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Algébre 1 et Analyse 1

Feuille d’exercices n° 5

ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Exercice 1. Soit [ un intervalle de R, et f : I — R une application définie sur I et & valeurs réelles.

Exprimer a ’aide de quantificateurs :

a) la fonction f s’annule;
c) f n’est pas une fonction constante;

e) f est décroissante;

b) la fonction f est toujours nulle;
d) f est croissante;

f) f présente un minimum ;

g) f présente un maximum.

Solutions
1. Iz el f(x) =
2. Ve el, f(x)=
3. Iz,y) €I, f(z)# f(y)
4.V, y)el, (x<y) = (flz) < f(y))
5. V(zy)el, (z<y)= (f(z) = f(y)
6. Ixel, Vyel, flz)< f(y)
7.3z el Yyel, flz)> f(y)

Exercice 2. Donner la négation des assertions de I'exercice précédent.

Solutions

1. Vo eI, f(z) #0

2. dx el f(x)#0

3. ¥(z,y) €I, f(z)=f(y)

4. Ax,y) e l, z<yet f(x)> f(y)
5. z,y) el, z<yet f(z) < f(y)
6. Veel, yel, f(z)> f(y)
7.Vzel, Iyel, f(z) < fly)



Exercice 3. Soit F un ensemble et (A, B,C) € P(E)3.
1. Montrer (A\C)U(B\C) = (AUB)\C et (AUB)N(BUC)N(CUA) = (ANB)U(BNC)U(CNA).

Solutions

re(A\C)UB\C)e (rcAetx¢C)ou(xreBetax¢gC)
S (reAouzxeB)etx ¢ C
sze(AUB)\C

ze(AUB)N(BUC)N(CUA) < ze ((AUB)N(BUC))N(CUA)
sze((AUB)NB)U((AUB)NC)))N(CUA)
Szre(BU(ANC)u(BNC))N(CUA)
sre(BUANC)N(CUA)
Szre(BUMANC)NC)U(BUANC))NA)
sSze(BNC)U(ANC)NC)U((BNA)U((ANC)NA))
sze(BNC)UANC)U(BNAUANQC))
sSzre(BNC)UANC)U(BNA)

2. Montrer I’équivalence des propositions :
a) ACB b) ANB=A c) AUB=RB d) A\B=10
Solution
— a) = b) :Par double inclusion. On suppose a). Soit x € AN B. Alors z € A. Soit z € A. Alors
z€ Bcar AC B. Doncx € ANB.
— b) = ¢) : Par double inclusion. On suppose b). Soit z € B. Alors x € AU B. Soit z € AU B.
Alors z € Boux € A. Donc x € Bouxz € AN B. Donc z € B.
— ¢) = d) : On suppose ¢). Soit x € A\ B. Alors z € (AU B) \ B. Cest impossible.
— d) = a) : On suppose d). Soit z € A. Alors x € Bou x € (A\ B). Donc z € B. Donc A C B.
3. Montrer ’équivalence des propositions :
a) AUB=AnNC b) BCACC
Solution
— a)=10b) : On suppose a). BC (AUB)=(ANC)CAC (AUB)=(ANC) CC. En fait, on a
récupéré au passage A = (AUB) = (ANC).
— b) = a) : On suppose b). Alors, via la question précédente, AUB = Aet ANC = A. D'ou

I’égalité recherchée.

4. Montrer les implications

(ANB=ANCet B\A=C\A) = (B=0).

(AUB) C (AUC) et (ANB) C (ANC)) = (BCC).



Solutions
B=(BNA)UB\A) =(CnNnAUC\A)=C.

B = ((ANB)U(B\A4)) C (ANC)U((AUB)\A)) € ((ANC)U((AUC)\A)) = ((ANC)U(C\A)) = C

Exercice 4. Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives ?

N —- N 7. — 7.
@f.an+1 Mg-an+1
R? — R? R\ {1} >R
©) h (x,y) — 2z — y,4x — 2y) d) k: xHi—ﬂ
Solutions

a) et b) ont deja éte traitées (TD 1). h(z,y) = h(2',y) & 2z —y =22" —y et 4o — 2y = 42’ — 2y) &
2c —y =22/ — ¢y & 2(x — 2’) = y — y'. On constate donc que la fonction n’est pas injective puisque
h(0,0) = h(1,2). De méme, elle n’est pas surjective, car (z,y) € h(R?) = y = 2z, donc (1,1) ¢ h(R?).

Soient x et 2’ deux réels différents de 1. k(z) = k(2') & (z+ 1)@’ - 1) =@+ )(z-1) e 2 —z =

T

x — 2’ & 2’ = x. La fonction est donc injective. D’autre part, on a 1 = wﬂ < 0 = 2 donc la fonction

n’est pas surjective, et donc pas bijective.

Exercice 5. Soient :

f : N—=N g : N> N
n— 2n n— FE (%)

ou E(z) designe la partie entiére de z.
Les fonctions f et g sont-elles injectives, surjectives 7 Comparer fog et go f.
Solutions
Soient n et m deux entiers. On a 2n = 2m < n = m donc la fonction f est injective. Cependant,
I’équation 2n = 1 n’admet pas de solution réelle, donc f n’est pas surjective.
On constate que ¢g(0) = ¢g(1) = 0 donc g n’est pas injective. De plus, pour n un entier positif, on a
g(2n) = n donc g est surjective. Pour n € N, on a go f(n) = g(2n) = n donc g o f = Id. D’autre part,
fog(l)=2%x0=0%#1donc fog#gof.

Exercice 6. Soit f application de I’ensemble {1,2,3,4} dans lui-méme définie par f(1) =4, f(2) =1,
f(3) =2, f(4) = 2. Déterminer f~1[A] lorsque A = {2}, A ={1,2}, A = {3}.
Solutions

{3}:{2,3}; 0.

Exercice 7. Soit f une application de E vers F' avec Card(E) = Card(F') = n. Montrer que les trois

propriétés suivantes sont équivalentes :
a) f est injective; b) f est surjective; c¢) f est bijective.

Solutions



a) = b) : Supposons f injective. Alors Card(f[F]) = Card(F). De plus, f[E] C F et Card(E) =

Card(F). Donc f[E] = F.

b) = ¢) : Supposons f surjective. Soient z,y € E tels que f(z) = f(y). Alors Card(E) — 1 >

Card(E \ {z,y}) > Card(f(E \ {z,y})) > Card(F) — 1 = Card(E) — 1. Nous avons donc partout

des égalités. Par conséquent, x = y et f est injective donc bijective.

c) = a) : Trivial.

Exercice 8. Pour un entier n € N* on désigne par I, 'ensemble {1,2,...,n}.

1.
2.
3.

On suppose n > 2. Combien y a-t-il d’applications injectives f : Is — I,,7
Soit p € N*. Combien y a-t-il d’applications strictement croissantes de I, dans I, ?

A quelle condition portant sur les entiers m et n peut-on définir une application f : I, — I, qui

soit injective, surjective, bijective ?

Solutions

1.
2.

On choisit I'image de 1, puis celle de 2 donc n(n — 1).

Il y a (au moins) deux méthodes qui fonctionnent ici. On peut procéder par récurrence, en sommant

selon les valeurs possibles de f(1). On peut aussi directement constater, en ordonnant tout ensemble

n
a p éléments de I, que le nombre cherché est )
p

. Injective : m < n car on veut Card([,,) = Card(f[[,,] < Card(I,). Surjective : m > n car on veut

Card(I,) = Card(f[I,] < Card(I,,). Bijective : n = m en combinant les deux précédents.

Exercice 9. Soit F un ensemble de cardinal n € N*. Montrer qu’il y a n! bijections de E vers E.

Solution

On commence par ordonner les éléments de notre ensemble E (disons, pour fixer les idées, qu’on travaille

avec I,). Pour définir une bijection f, on peut définir I'image de 1 de n’importe quelle fagon, ce qui laisse

n choix, puis celle du second comme on le souhaite dans l'ensemble I, \ { f(1)}, donc n — 1 choix, et ainsi

de suite. Au final, on a bien n! choix possibles.

Exercice 10.
Soit E un ensemble, avec Card(E) = n. Démontrer que Card(P(E)) = 2",

n
— en utilisant les coefficients ( l{:) ;

Solution

On a Card(P(E)) = - Card({I € E|Card() = n}) = - <Z> = o,

en raisonnant par réc’ilzr(l)"ence sur n. =

Solution

Pour n entier positif, on pose P, =" pour tout ensemble E avec Card(EF) = n on aCard(P(E)) =
2nm,

Initialisation

Py est vraie car Card(()) =1 = 2°.

Héreédité



Soit n € N tel que P, soit vraie. Soit ¥ un ensemble & n 4+ 1 éléments. Isolons un éléments de
E, que l'on appelle z (¢’est possible car n +1 > 1). On a P(E) = {I € P(E)|lx € I} U{I €
PE)zr ¢ I} ={IU{z}|I € (P(E\{z})} U{l € P(E\ {z})} et ces ensembles sont disjoints,
ils sont de cardinal 2" par ’hypothése de récurrence (car Card(E \ ) = n), on obtient alors
Card(P(E\ {z})}) = 2" + 2" = 2"+ ce qui est bien le résultat rechercheé.

Exercice 11. Montrer que Z est dénombrable & I'aide de I'application ¢ : Z — N définie par :
pn)=2n—1sin>0et p(n) =—-2nsin <0.

Solution

Soient n et m tels que ¢(n) = ¢(m). Supposons que ¢(n) est pair. Alors n < 0 et m < 0, donc

—2n = ¢(n) = ¢(m) = —2m d’oit n = m. Le cas impair se traite de la méme facon. Donc ¢ est injective.
Soit n € N. Supposons n pair. Alors n = 2k = ¢(—k). Si n impair, n = % Donc surjective, donc
bijective.

Exercice 12. Soient E,F deux ensembles non vides. Soient A une partie de E, B une partie de F et f
une application de E dans F'. Déterminer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses :
1. Si A est une partie finie de E, alors f[A] est une partie finie de F'.
Solution
Vrai. Card(f[A]) <Card(A).
2. Si f[A] est une partie finie de F', alors A est une partie finie de E.
Solution

Faux. La fonction nulle de R est un contre-exemple.

3. Si B est une partie finie de F', alors f~1[B] est une partie finie de E.
Solution
Faux. La encore, la fonction nulle de R est un contre-exemple.

4. Si f~1[B] est une partie finie de E, alors B est une partie finie de F.
Solution

Faux. On peut prendre f : z — 2% et B =|—00,0]; on a alors f~![B] = {0}.

Exercice 13. Soit n € N*. Dénombrer les couples d’entiers (n1,n2) € N x N tels que
a) ny +mng <n, b) ny +ng = n.

Solution

On commence par la b). ny +ne = n < ny = n —ng donc il y a n + 1 valeurs possibles pour n; qui
chacune correspondent a une unique valeur pour no d’ou le nombre de couples recherché est n + 1.
Pour la a) on constate que le nombre recherché est la somme des cardinaux obtenus pour n; + ng = p

avec p < n (car deux couples valant un p différent différent eux-mémes). Le nombre recherché est donc
n

S pt 1= (e

p=0

Meémes questions pour les triplets (n1,n2,n3) € N3. Pouvez-vous généraliser aux cas des m—uplets ?



Indication : il est utile et instructif de représenter les couples (n1, n2) dans le plan R? et, pour la deuxiéme
partie, les triplets (n1,n2,n3) dans I'espace R? .

Solution Commencons par la b) : ny + ng + ng = n < ny + ng = n — ng. Il suffit donc de commencer
par choisir une valeur pour ng; la question précédente nous donne alors n — ng + 1 choix pour le couple

n
(n1,n2). Le nombre cherché est alors > p+1= ergw On retrouve le nombre trouvé a la question

p=0
a) et ce n’est pas surprenant : avoir ny + ng + n3 = n revient a avoir ny + ne < n puis ng = n —ny + no.

Maintenant, la a) se résout comme dans le cas des couples : le nombre cherché est

z”: (k+1)(k+2)

2
k=0

Tachons maintenant de généraliser au cas des m-uplets : la premiére constatation, c’est qu’on aura

toujours, en écrivant P le nombre de m-uplets répondant a la b) et Q7 le nombre de m-uplets répondant
n
a la a) les relations suivantes : P!, = Q) et Q) = > PJ.. Cela est suffisant pour calculer tous les
=0
termes de la suite par récurrence.
Cependant, le calcul de la récurrence peut ici rebuter, donc je vais donner une autre solution pour calculer
simplement les P. Considérons le mot

@142 - An4m—1

composé de n +m — 1 lettres, soit des 0 soit des 1. On peut y voir une représentation de la somme

recherchée, ou les 0 représenteraient les séparateurs entre les différents n;. Par exemple,
111011001

serait la représentation de
3424+0+1=6

qui est la solution (3,2,0,1) au probléme nj + ng + ng + ng = 6. Une solution & ce probléme est donc
donnée par la facon de placer les séparateurs, dit autrement de placer m — 1 différent 0 séparant les
blocs de 1. Puisqu’il y a n lettres 1 et m — 1 lettres 0, il y a (";ﬂ_ﬁl) = (”J“:*l) facons de faire cela. On

retombe évidemment bien sur les valeurs trouvées pour m = 2 et m = 3.

Exercice 14. Soient F un ensemble fini non vide, F' un ensemble quelconque, et f une application de
FE dans F.

1. Montrer que f est injective si et seulement si Card(f[E]) = Card(E).
2. Montrer que f est surjective si et seulement si Card(f[E]) = Card(F).
Solutions

1. Si f est injective, elle définit une bijection de E dans f[E] d’on Card(E) =Card(f[E]). Réciproque-
ment, si f n’est pas injective, il existe z # y dans E avec f(x) = f(y) donc Card(f[E]) =Card(f[E—
{y}]) <Card(E — {y}) <Card(FE).

2. Si f est surjective alors f[E] = F et donc Card(f[E]) = Card(F'). Réciproquement, si Card(f[E]) =
Card(F'), comme on a toujours f[E] C F on en déduit f[E] = F et donc f est surjective.



Exercice 15. Soient n € N,n > 2 et E un ensemble a n éléments. Soit f : E — P(F) une application.

On suppose que pour tout x € F, on a x € f(x) et que pour tous =,y € E, on a l'implication z € f(y) =
y € f(x).
1. Montrer que pour tout z € E, on a Card f(z) > 1.
2. On suppose qu’il existe a € E tel que Card f(a) = n. Montrer que pour tout x € E, on a
Card f(z) > 2.
3. Montrer qu’il existe des éléments z,y € E différents tels que les ensembles f(x) et f(y) aient le
méme nombre d’éléments.
Solutions
1. Pour tout z € E, z € f(x) donc on a Card f(z) > 1.
2. On suppose qu'il existe a € E tel que Card f(a) = n. Alors pour tout z € E,x #aon a a € f(x)
et © € f(x) d’on Card f(z) > 2. Puisque n > 2 cette inégalité est vraie pour a aussi.

3. Posons g la fonction de E dans [[1; n]] qui a z associe Card(f(x)). Si pour tout z,y € E f(x) et f(y)

ont un nombre différent d’éléments, g est injective, et donc bijective car Card(E)—Card([[1;n]]

).
En particulier, ’hypothése de la question 2) est vérifiee, et donc aucun x ne vérifie g(x) = 1,

contredisant la bijectivité de g.

Exercice 16. Soit £ un ensemble avec Card(F) = n.

1. Calculer le cardinal de I’ensemble {(4, B) € P(E)? A C B}.
Indication : pour chaque B C E, compter les parties A C B.

2. Montrer que pour tout (A4, B) € P(E)?, A C B équivaut & A°UB = E.
3. En déduire le cardinal de I’ensemble {(A, B) € P(E)?|AU B = E}.
Solutions

1. Pour chaque partie B a k éléments, il y a (l;) parties A & ¢ éléments inclues dans B. Puisqu’il y a (Z)

i
= = =0

n k n
différentes parties B a k éléments dans E, le nombre cherché est > (}) > (k) =3 (p)2F=3n"
k=0 i k
en utilisant la formule du binéme.
2. Ona AC B< B¢ C A€ d’ou le résultat annoncé.

3. Par la question 2) on est donc ramené & chercher Card({(A, B) € P(E)? A¢ C B = E}) qui vaut,
via la question 1), 3". (Ici on a utilisé la bijection (A, B) — (A€, B).)

Exercice 17. Décider si les paires de fonctions qui suivent sont égales :

I f:RoR o (22 +22+D(z—1Detg: R R,z (z+1)(z?—1);

{zeR||lz—2|<3lz+3|} >R z—0etg: )3, 7[R, z—0;

2. f:R=> R, z—sin(z) et g: R—= R, x— exp(x);
3. f:R=>R,xz—sin(z) et g: R — [—1,1],z — sin(zx);
4. f:R—)R,xr—):E+1etg:R\{l}%R,ﬁH‘f:ll;
f
f

Ry =R,z (Vx)letg:R—= R, x> .



Solutions

1. Les lois qui définissent les deux fonctions sont la méme, quitte a les réécrire : (z + 1)(z2 — 1) =
(x+1)%(z—1). Par ailleurs, les deux fonctions ont le méme domaine et le méme ensemble d’arrivée.
Donc, f=g.

2. Les deux fonctions sont définies par des lois différentes. Par exemple, pour z = 0, f(z) = 0, tandis

que g(z) = 1. Par conséquent, les deux fonctions ne sont pas égales.

3. Les deux fonctions sont définies par la méme loi et partagent le méme domaine mais n’ont pas le
méme ensemble d’arrivée. Elles ne sont pas égales. Leurs propriétés ne sont pas toujours les mémes,

bien que leur graphe soit le méme : g est surjective mais f ne ’est pas.
4. Pas le méme domaine de définition donc non (bien qu’elles soient égales sur leur domaine commun) ;
5. La question revient & montrer que les domaines de définition sont les mémes; un tableau de signe

nous permet alors de dire que le domaine de définition de f est donné par

2—x<—3(x+3) siz<-3 .
2—2 < 3(z+3) si2<z<-3eg<z<T
r—2<3(x+3) siz>2

Donc f =g.

6. Pas le méme domaine de définition donc non.

Exercice 18. Décrire les ensembles qui suivent.

a) tan[{0}] b) sin~![{2}]

¢) cos™[[0, 1] d) (cos|gs.z) " [0, 1]
¢) (cos|o) " [10,1]] £) V70,1
g) f71[0,1]] pour f: R = R, 2+ 22 h) f7[0,1]] pour f: [-3,5] = R, 2+ 2?
i) £7U0,1]] pour f: Ry — R, x> 22 i) U1, 1Uf2)) et £0,1)%) pour f: R —
R, (,y,2) =y
k) |- -2, -1 U 2,4] D (|- llesn)” 112:3]
m) | - [71{1}] n) expl] — 00, 2]]
0) exp![[~1,¢]] p) In[R_]
a) In (3, +00]
Solutions
a) tan[{0}] = {0}.
b) sin~![{2}] = 0.

c) cos[0,1]] = Ukez[—w/2 +2km,w/2+2kn]={zxeR:3k €Z, x € [n/2+2km,7/2 + 2k~]}.
d) (cos|s, 7]) 0,1]] = Upez[—7/2 + 2km, 7/2 + 2kx] N [3,7) = [37/2,7].
(

e) cos][o ,,]) [[0,1]] = [0,7/2].



) v+ 10,1] = [0,1]

g) f7H0,1]] = [-1,1] pour f: R = R, z > z7.

h) fH0,1]] = [-3.1] pour f: [-3,3] = R, 2 — 2?
i) f7H0,1] =[0,1] pour f:Ry — R, > 2?

i) -1, 1u{2}] = R x [[-1,1[u{2}] x R et £][0,1]3] = [0,1] pour f:R® = R, (z,y,2) —y

)| l-2 -1 02,40 =[1.4]

D (|- s [12,8] = [-3,-2] U [2,3]
m)| T = {-1.1}.

n) expl] — 00, 2]] =J| — o0, 2.

0) exp™![[~1,€]] =] - 00,1]

p) In[R_] =0

a) In™H[[3, +oo] = [¢, +o0]

Exercice 19. Soit F et F' deux ensembles non vides et f: F — F.

1. Soient A, B C E. Montrer que
FIAUB] = fIAJUf[B] et f[ANB]C fIA]N f[B].

2. Pour l'inclusion de la question précédente, donner un contre-exemple a I'inclusion réciproque.

3. Soient maintenant A, B C F. Montrer que
FHAUB) =AU B et fUANB] = AN fYBI.

Solutions

1. On procéde par double inclusion dans le premier cas. Soit x € AU B. Alors z € A ou x € B donc
f(z) € f[A] ou f(z) € f[B] donc f(z) € f[A]U f[B]. Réciproquement, soit y € f[A] U f[B]. Donc
y € f[AJouy € f[B]. Alors 3z € A, y = f(x) ou Iz € B, y = f(z) donc Jx € AU B, y = f(x).
Soit maintenant x € AN B. Alors € A et ® € B donc f(z) € f[A] et f(x) € f[B] donc
f(z) € f[A] N f[B]. La réciproque ne fonctionne pas ici : soit y € f[A] N f[B]. Donc y € f[A] et
y € f[B]. Alors 3z € A, y = f(x) et 32’ € B, y = f(2') mais rien ne prouve que x = z’.

2. On peut prendre pour f la valeur absolue, et pour A et B les réels positifs et négatifs.

3. (€ fTAUB)) & (f(z) € Aou f(z) € B) & (v € f~YAlouz € f71B]) & (v € f AU
f1B)).
(r € fFUANB]) & (f(x) € Aet f(z) € B) & (x € f YAl et x € f7YB]) & (x € fHAN
fHB)).



Exercice 20. Etudier I'injectivité et la surjectivité des applications qui suivent. Lorsqu’elles sont bijec-

tives, donner leur inverse.

a) R— R, z+ cos(z); b) [m,2n] — [-1,1], x — sin(z) ;
c) R? = R (z,y) = (z +y,2 — y); d) N= R, z—x;
_ . L ¢i2x<0
e)R%R,xH{ 11211: S?x>0; f)R%R,xr—}{ y :
T sinon 2?2 sinon
six=0

. 11 sixz=1
i) {0,1,2,3} = {1,7,9,11}, z PP

9 siz=3

Solutions
a) 2 ¢ cos(R) et cos(0) = cos(27) ;

b) Bijection ;

/ ’_

y=0)
donc la fonction est injective. Soit (u,v) € R? On a ((u,v) = (z4+y,2—y)) < (u =z +y) et (v =

z—y)) & ((z =242 et (y = %5%)) donc la fonction est surjective, donc bijective.

d) Injective non surjective;

e) —In(exp(—1) =1 = (—1)? et surjective car In est ;

f) Bijective;

g) Bijective;

h) Soit  un réel. On considére g, la fonction constante qui a tout réel y associe x. On voit que I'image

de g, est x donc la fonction considérée est surjective; de plus 'image de la fonction nulle et de la

fonction identité sont 0 donc pas injective.

i) Bijective.

Exercice 21. On considére 'application f : I — J,z — 22, oit I et J sont deux intervalles de R.

Trouver I et J tels que :
1. f est injective mais pas surjective;
2. f est surjective mais pas injective;
3. f est bijective.

Solution
1. Ry et R;
2. Ret Ry ;
3. Ry et R4

10



Exercice 22. Soit F un ensemble non vide. Soient f, g et h des fonctions de F dans E. On suppose
hogo f et go foh injectives et f o ho g surjective. Montrer que f, g et h sont bijectives.

Solution

Puisque fohog(F) C f[E] on récupére f surjective. De méme, on a f et h injectives : soient z,y € E
tels que f(x) = f(y). Alors hogo f(x) =hogo f(y) et donc z = y. Le raisonnement est le méme pour
h. On a donc f bijective; donc hog = f~'o fohog est surjective. Ainsi, h est surjective elle aussi, donc
bijective. Finalement, g = go fohoh™' o f~! est injective, et g = h™' o f~1 o f o h o g est surjective,

donc bijective.

Exercice 23. Soit £ un ensemble non vide et f: E — P(E).

Etudier la surjectivité de f en considérant A= {x € E|z ¢ f(z)}.

Solution

C’est le théoréeme de Cantor. On a, si f surjective, un z tel que f(x) = A; mais alors si z € A la
définition de A n’est pas valide. De méme, si x ¢ A, la définition de A n’est pas valide. Donc f ne peut

étre surjective.

Exercice 24. Soient F et F' deux ensembles non vides et f: E — F.
1. Montrer que, pour tout B C F, f[f~}[B]] = BN f[E].
2. En déduire que si f est surjective alors, pour tout B € P(F), f[f~'[B]] = B.
3. Montrer que, pour tout A C E, A C f~1[f[A]].

I
>

4. Montrer que si f est injective alors, pour tout A € P(E), f~ [f[A]]
Solutions

Lazefl[f'Ble @yef'B,z=f(y) e Eyeck, flyycBet fly)=z)<= (FyeckE, z€B
et fy) =x) < x e (BN fIE]).

2. f est surjective équivaut a f[E] = F d’ot, pour tout B € P(F), f[f'[B]] = B.
3. Soit # € A, on a z € fL[f[z]] Aot z € fLf[A].
4. Supposons f injective. Soit A € P(E) et soit y € f~[f[A]]. Alors f(y) € f[A] donc 3z € A|f(y) =

f(x). Par injectivité, y = x et donc y € A. Via la question précédente, on a la double inclusion,
dou fHfA]] = A.

Exercice 25. Pour chacune des relations définies ci dessous, determiner si ce sont des relations d’ordre

ou d’équivalence :

a) Pour m et n deux entiers relatifs, n = m si et seulement si 4 divise m — n.
b) Pour f et g deux fonctions réelles, fRg si et seulement si il existe x € R tel que f(z) = g(x).

c) Pour f et g deux fonctions réelles, f ~ g si et seulement si il existe h: R — R tel que f =h-g et

que h ait limite 1 en 4o0.

d) Soit E un ensemble. On définit, pour A et B deux parties de E, A < B si et seulement si il existe

une fonction injective de A dans B.

e) Soit E un ensemble. On définit, pour A et B deux parties de E, A < B si et seulement AN B = ().
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f)

g)

Soient F et F' deux ensembles et f : E — F. On définit, pour x et y dans E, x — y si et seulement
si f(x) = f(y)-

(*) Soient E un ensemble et < une relation réflexive et transitive sur ces éléments. Soit X = {{y €
E,z < yety <z}, z € E}. On définit pour A et B deux éléments de X, A < B si et seulement
il existe a dans A et b dans B tels que a < b.

Solutions

a)

n—m = —(m — n) est multiple de 4 ssi m — n l'est donc symétrique. Réflexif : m —m = 4 % 0.
Transitive : Soient m,n, k tels que m =n = k. Alors m — k = m —n +n — k est bien un multiple

de 4. Donc relation d’équivalence.

La réflexivité et la symétrie sont faciles & voir. Cependant, en prenant f :z — 2 +1; gz — z°

et h:x — x + 2 on voit que ’on a pas la transitivié donc aucun des deux.

f=1fou1l:z — 1 donc réflexive. De méme, il est aisé de voir que ~ est transitive. Cependant,
en posant 1g, la fonction qui vaut 1 si x est un réel positif et 0 sinon on obtient 1g, * Id ~ Id

mais 'inverse n’est pas vrai, donc pas symétrique ni antisymétrique.

Réflexif : en prenant la fonction identité. Transitif : la composition de deux fonction injective est
injective. Symétrie : prenons E =N, A= {1}, B={2}. Onabien A< B < Aet A# B.

Pour A # () on n’a pas A > A.

Pour tout z, f(z) = f(z) donc reflexif. De méme cette relation est transitive : (f(z) = f(y) et
fly) = f(2)) = f(x) = f(z). Enfin, c’est symétrique : si z — y alors f(y) = f(z) donc y — =.

Puisque < est réflexive, <« 'est aussi : soit A € X, alors A est non vide (car pour tout = de
E, ze{ye E,y<zetar<y}). Soit alors z € A; on a x < = donc A <« A. D’autre part,
soient A, B, C tels que A << B <« C'. Alors il existe z1,z2, 23 tels que A = {y € E,y < x1 et
r1 <yl B={yeE,y<rretxzes <y}; C={y€ E,y<x3et zg < y}. Soient alors a € A,
by e BetceCtelsquea<betl <c. Onaz < a<b< 1z <b < c< r3donc par
transitivité de < on a 1 < x3 d’oit A <« C. Enfin, soient A et B tels que A << B << A. Posons
1 et xo comme précédemment. Soit b € B. On a alors 71 < o9 < b € 29 < x1 donc b € A
par transitivité. D’ou B C A. De méme on a A C B et donc A = B, donc la relation << est une

relation d’ordre.

Exercice 26. Indicatrice d’une partie d’un ensemble
Soit F un ensemble. On note P(F) 'ensemble de parties de E. Soit A une partie de E: A € P(E). On
note A = E\ 4, le complémentaire de A dans E.

Pour tout A C E on définie une fonction indicatrice de A sur E a valeurs dans {0, 1}, notée 14, définie

pour Vx € F par :

1.

1 size A
1A($)_{ 0 sizeA.

On considére deux exemples :
(a) Soient E = {a,b,c,d}, A = {a,b,c} C E et B = {c,d} C E. Expliciter les fonctions
1g, 1y, 14, 14, 1p ainsi que 1anp et Layp.

(b) Soient A une partiede Ret 14 : R — {0;1} sa fonction indicatrice sur R. Décrire les ensembles
1A[A]7 1A[Z]a 1A[R]a 1;11[{1}]a 1;11[{0}]a 1;11[{0; 1}]
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2. Soient E un ensemble et A, B € P(E). Démontrer les propriétés de la fonction indicatrice :
(a) Montrer que (14)? = 14.
(b) Inclusion : A C B < 14 < 1p. (Cela veut dire que pour Vx € E, on a 14(z) < 1g(x).)
Egalité : A=B & 1,4 =1p.

(c) Opérations ensemblistes :
1:=1-14; lanp =min{ly,15} =14-1p; lyup=max{ly,lp}=14+15—-14-1p.

(d) Lien avec le cardinal : si E est de cardinal fini, |A] =" .5 1a(x).

3. Formule du crible. Soient F un ensemble et A, B,C € P(E). Montrer que
JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|BNC|—|ANC|+|AnBNC|

4. Soit E un ensemble fini de cardinalité n. Notons F l’ensemble des applications de E dans {0,1}.
(a) Quel est le cardinal de F 7
(b) Soit
¢p:PE)—=F: A1y
une application qui & chaque partie A de E associe sa fonction indicatrice. Montrer que ¢ est
une application injective. En déduire que ¢ est bijective.
(¢) En déduire que P(F) est fini et calculer son cardinal.

5. Soit E un ensemble fini de cardinalité n. Calculer Z |AN B|, Z |AU B|.
ABCE ABCE
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