Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre automne 2023-2024
Algébre 1 et Analyse 1

Feuille d’exercices n° 10

POLYNOMES

Exercice 1. Quelles sont les racines (dans C, dans R et dans Q) des polynomes suivants ?

a) X3 —7X?% 414X -8, b) X" — 1, o n € N*, c) X6 -4,
d) X+ —13X2 + 36, e) X*+6X2+25.
Solution :

a) X3 —7X?+14X —8 = (X —1)(X — 2)(X — 4). Donc ses racines dans C, dans R ou dans Q sont
1,2,4.

b) Pour tout entier n > 1, les racines complexes du X™ — 1 sont X = 5 avec k = 0,1,--- ,n—1.
Si m € N* est impaire, les racines réelles/rationnelles sont X = 1; si n € N* est paire, les racines
réelles/rationnelles sont X = £1. Sin=0, X" —1=0.

c) X6—4=(X3-2)(X?+2). Donc ses racines complexes sont ++/2, +£/2e% et £/2¢'5 . Ses racines
réelles sont £+/2. Il n’y a pas de racines dans Q.

d) Ona X% —13X2%2+36 = (X% —4)(X?—9). Donc ses racines complexes/réelles/rationnelles sont +2
et £3.

e) On a X*+6X2+25 = (X2 +3)2+16 = (X2 + 3+ 4i)(X? + 3 — 4i). Les racines complexes de
X2+ 3+4i sont £(1 — 2i) et les racines complexes de X2 4 3 — 4i sont 4(1 4 2i). Donc les racines
complexes de X* + 6X2 + 25 sont +(1 — 2i) et £(1 + 2i). Il n’existe pas de racine réelle.

O

Exercice 2. Pour chacun des polyndémes suivants, dresser la liste compléte des polynomes qui le divisent

dans ’anneau de polyndmes précisé :

a) X + 1 dans R[X], b) X2 — 1 dans R[X],
¢) X?+1 dans C[X], d) X% +1 dans R[X].
Solution :

a) Dans R[X], pour tout a € R*, a et aX + a divisent X + 1.

b) Dans R[X], pour tout a € R*, a, aX + a, aX — a et aX? — a divisent X? — 1.

c¢) Dans C[X], pour tout a € C*, a, a(X + 1), a(X —i) et a(X? + 1) divisent X2 + 1.
d) Dans R[X], pour tout a € R*, a et a(X? + 1) divisent X2 + 1.



Exercice 3.
1. Soit P un polynome a coefficients réels. Montrer que, pour tout a € C, on a P(a) = P(a).
2. Soit P, @ deux polynomes a coefficients complexes tels que P(z) = Q(z) pour tout z € R. Montrer
que P = Q.

3. Soit P € C[X] tel que P(z) € R pour tout = € R. Montrer que P € R[X].

Solution :

1. On pose P(X) =>"1_jcxX* avecn € Net ¢ € R, Vk=0,--- ,n. Soit a € C. Alors

Pla)=> cab =Y G -ab =Y c(@) = Pa).
k=0 k=0 k=0

2. On pose R = P — Q. Alors R est un polynéme dans C[X]. De plus, pour tout x € R, R(z) =
P(z) — Q(x) = 0. Ceci implique que R posséde une infinité de racines dans C. On en déduit que
R est la fonction nulle. Autrement dit, P = Q.

3. Disons que P est de degré n. Si n = 0, P(X) est une fonction constante et P(X) = P(0) € R.

Donc P € R[X]. Si n € N*, on prend n + 1 réels distincts aq, -+ ,an+1 €t on pose
n+1 P(a )
k
k=1 | j#k1<j<nt1 37k 1<j<n+1\%k T 5

Notons que @ € R[X] car P(ax) € R pour Vk € {1,--- ,n+ 1}. Le degré de @ est au maximum

n. En effet, on peut montrer que P = (). Observons que
Q(ax) = P(ag),Vk=1,--- ;n+1.

Ceci implique que P — @ est un polynéome de C[X], de degré < n, ayant n + 1 racines complexes.
Donc, on a P — @Q = 0. Autrement dit, P = @ € R[X].

O

Exercice 4. Développer P = (X3 — X? +1)(X? + X + 1) € R[X]. En déduire une preuve que 100011

n’est pas un nombre premier.

Solution : On a P(X) = (X? - X2+ 1)(X2+ X +1) = X%+ X + 1. Donc 100011 = P(10) =
(103 — 10% 4+ 1) x (102 + 10 + 1) = 901 x 111. Donc 100011 n’est pas un nombre premier.
O

Exercice 5. Soit P un polynéme de R[X], et soient a et b deux réels distincts. Soient A (respectivement,
) le reste de la division euclidienne de P(X) par X — a (respectivement, par X — b). Calculer le reste

de la division euclidienne de P par (X — a)(X — b). Commenter le cas A = u = 0.

Solution : Il existent @1 et Q2 dans R[X] tels que



D’ou, Q1(X)(X —a) — Q2(X)(X —b) = — \. Puisque a # b, X —a et X — b sont premiers entre eux

et on a

BEAX ) - B2 hy =
On en déduit que
Q=422 (- - [ - 522 or-n -0

Donc, X —b divise {Ql(X) - ’gf_i} (X —a). Ensuite, on a X — b divise [Ql(X) - ’gf_;\ . On obtient alors

que

QuX) = R(X)(X —b) + §—

A
avec certain R(X) € R[X].

Ainsi, on a Q2(X) = R(X)(X —a) + %:2 et

bA —ap
b—a b—a

P(X) = [R(X)(X —b)+ ‘b‘_ﬂ (X —a) + A= R(X)(X — b)(X —a) +

On en déduit que le reste de la division euclidienne de P par (X — a)(X — b) est ’;:;\X - b’l\):g“. En
particulier, si A = u = 0, P est divisible par (X — a)(X — b).
O

Exercice 6. Etablir les identités, pour n € N*
X' —1=(X-D)(X" X" 2 4. .+ X +1),

X" 1= (X 4+ D)X - X2 4 X272 (Z1)PXP = X ).
En déduire les résultats suivants
1. Si le nombre de Mersenne M,, = 2" — 1 est premier, alors n est premier.

2. Si le nombre de Fermat F,, = 2™ + 1 est premier, alors n est soit nul, soit une puissance de 2.

Solution : Notons que
n—1 1—X"n . .
Xn71+Xn72+".+X+1:ZXk: 71_X,SIX751,
P n, si X = 1.

On en déduit que
X"—l=X-DX"14X"24... 4 X+1),VX cC.

Similairement, on peut montrer que X"t 4+1 = (X +1)(X?—X2n=14 X2n=2 .. 4 (—1)PXP ... — X +1).

1. Soit n € N* tel que M,, = 2™ — 1 est premier. Supposons que n n’est pas premier. Alors il existent

des entiers positifs m, k € N* tels que n = mk. On voit que

M,=2-1)x 2" +...+241)
=2l o pamhRy ARl g pgmh ey 2 24 0)

—_

3

=) M@l 241)
j

Il
=)

Donc, 281 4 ... + 2+ 1 divise M,,. C’est une contradiction. Par I’absurde, on conclut que si M,

est premier alors n est premier.



2. Soit n € N tel que F,, = 2" 4+ 1 est premier. Supposons que n # 0 et n n’est pas une puissance de
2. Alors, on a
n=28(2m + 1) avec (k,m) € N x N*.

Observons que 22" 41 % F,, car m > 1. Or, on voit que F,, = (2216)2’"+1 + 1 qui est divisible par
22" + 1. C’est une contradiction. Par I’absurde, on conclut que n soit nul, soit une puissance de 2.

g

Exercice 7. Pour quels entiers naturels n le polynéme X2" 4+ X™ + 1 est-il divisible par X? + X + 1
dans R[X]?

Solution : Clairement, pour n = 0, X?* + X" 4+ 1 = 3 et n’est pas divisible par X? 4+ X + 1. On admet
dés maintenant que n > 0. Observons que si n = 1, X2 + X + 1 divise X?* + X" + 1. Soit n € N*.

Comme toute racine de X? — 1 est aussi racine X" — 1, on conclut que
X? — 1 divise X" — 1.

Notons que
X2-1=(X-1)(X2+X+1),
et que
X 1 =(X"- DX+ X"+ 1) = (X - DX 4 DX X"+ 1).

Puisque X — 1 et X2+ X + 1 sont premiers entre eux, on obtient que X2 + X + 1 divise (X? 1 +... +
1)(X?" + X"+ 1). Dans R[X], X? + X + 1 est premier. Donc soit X2 + X + 1 divise (X" ! +.-- +1)
soit X2 + X + 1 divise X?" + X" + 1. Notons de plus que (X" !+ ... + 1) et (X?" + X" + 1) sont

premiers entre eux car X" — 1 et X?” + X" + 1 sont premiers entre eux. Donc,

soit X2+ X + 1 divise X" 14+ + 1 et X2+ X + 1 ne divise pas X" + X" + 1;
soit X2 + X + 1 divise X?" + X" + 1 et X% + X + 1 ne divise pas X" ' +--- + 1.

Observons que pour n € N* on an =3k +r avec k € N et r € {0,1,2}. Alors, le reste de la division
de X" 14+ ... 4lpar X2+ X +1lest X" 1. ...41sir>1et0sir=0car

Xn—l 4ot 1 :(Xn—l +Xn—2 +Xn—3) 4t (Xn—3k+2 +Xn—3k+1 +Xn—3k) +X'r—1 NN 1.

Cest-a-dire, X? + X + 1 divise (X" ! 4+ ... + 1) si et seulement si 3|n et n > 3. Réciproquement,
X2+ X + 1 divise X?™ + X" + 1 si et seulement si n € N* et 3 ne divise pas n.
O

Exercice 8. Factoriser les polyndmes suivants en polyndémes irréductibles
1. X"+ X"t +...+1dans C[X],

X! 4 2! dans C[X] puis dans R[X],

X% 4 4 dans C[X] puis dans R[X], et enfin dans Q[X],

X% — j dans C[X], ou j = exp(2in/3).

otk W N

X8+ X% +1 dans R[X].



6. X° —1 dans R[X].

Solution :

1. Notons que (X"*! —1) = (X —1)(X" + X" ! + ...+ X +1). On sait que les racines complexes

j 2km
de X"+ — 1 sont e'»+1 avec k =0,1,--- ,n. Donc,
1 n 2k7‘r
XM 1= (X - 1) x JJ(X =€)

On en déduit que

n
X"—&—X”_l—l—---—l—l:H(X—ei%).

k=1
2. Notons que les racines complexes de X! 4+ 2 sont (—2)ei% ou k=0,---,10. Donc, dans C[X],
10 .
XM ot = TT(x +2¢77)
k=0
. 2 2(11—k)m )
De plus, les racines (—2)e' 11 et (—2)e'™ 1T sont conjuguées. En conséquence,
10 5
XM 42 = T+ 26857) =(X +2) JLI(X + 2¢57) (X + 267 )]
k=0 k=1
> 2k
=(X +2) J[(x*+ dcos( )X +4),
k=1
dans R[X].
(2k+1)7

3. Les racines complexes de X4 +4 sont v/2e! ¢ ou k = 0,1,2,3. Donc, dans C[X],
X4+ 4= (X — V26 T) (X — V26 T) (X — V26T ) (X — V26l 7).
Dans R[X] (ou dans Q[X]), on a
X 44 =X 44X2 44 -4X2 = (X2 422 - (2X)? = (X2 —2X + 2)(X2 +2X +2).

i ( )
4. Les racines complexes de X — j sont ¢’ R Gk = 0,1,2,3. Dans C[X],
-1

s i

X4 j= (X =€) (X —6)(X —e8)(X — o)
5. Observons que
X8 xt41=x84+2x44+1-x*
=X+ 1?2 - X' = (X X2 (X - X240
(X*+2X? +1- X2 (X*4+2X%24+1-3X?)
(X% +1)? = X2][(X? + 1) - 3X7)
=(XZH X+ D)X= X +1)(X2+VBX +1)(X? - V3X +1)

6. Notons que les racines complexes de X° — 1 sont X = ¢ %" avec k = 0,1,2,3,4. Donc,

- 27 -8

X5 —1=(X —1)(X — e F)(X - F)(X - F)(X — ')
(X~ D[(X — )X ~ f)] X [(X = e F)(X — )]
=(X - 1>[<X %><X X [(X — T X — e
=(X - 1)(X* - 2cos( E )X+ (X2 - 200s(45 )X +1)



Exercice 9. Soit P = (X2 - X +1)2+1.
1. Vérifier que i est racine de P.
2. En déduire alors la décomposition en produit de facteurs irréductibles de P sur R[X] et sur C[X].
Solution :
1. On calcule : P(i) = (—i)> +1=0.
2. Puisque P R[X] on a aussi —i qui est racine. Donc X2 + 1|P. On effectue la division eucidienne :
P = (X% 4 1)(X? — 2X + 2). Puisque P n’a pas de racines réelles (P(x) > 1 pour tout z) on
a la décompostion de P dans R. Dans C, on cherche les racines via le discriminant. On obtient
P=(X-9)X+)X-1+9)(X —-1—1).
O
Exercice 10. Soit a € R, n € N, et le polynéme P = (cosa + X sina)” € R[X]. Calculer le reste de

la division euclidienne de P par X2 + 1.

Solution :

On peut écrire ce reste sous la forme bX + ¢. On a alors
P=Q (X*+1)+bX +ec.

De 14, on obtient P(i) = bi+c = exp(ina) et P(i) = —bi+c = exp(—ina). On en déduit que b = sin(na)
et ¢ = cos(na).
|

Exercice 11. On rappelle que j = ¢%™/3. Soit le polynome P = X® 4+ 2X6 +3X4 +2X2 1.
1. Montrer que j est racine de ce polynéme. Déterminer son ordre de multiplicité.

2. Décomposer P en facteurs irréductibles dans C[X] et dans R[X] (on pourra utiliser judicieusement

le fait que P est pair).

Solution :

1. On utilise la relation 52 = 1 pour obtenir
P(j)=42+2+3j+22+1=3j2+3j+3.
Or, j est racine de X2 + X + 1, donc j2 = —j — 1. On a donc
P(j) =0.
On calcule maintenant la dérivée :
P =8XT+12X% 4 12X3 +4X = 4X(2X5 +3X* +3X2 +1).

On a alors
P'(j) =4j(2+3j + 352 + 1) = 4j P(j) = 0.

FEnsuite, on calcule la dérivée seconde :

P’ =4(2X°% +3X* +3X% 4+ 1) +4X(12X° + 12X° + 6X).



On a donc
P"(j) = 245%(2] + 2% + 1) = =245 # 0.
Donc j est racine de P d’ordre de multiplicité 2.

2. Puisque P est pair, pour chacune de ses racines, comptées avec multiplicité, 'opposé est racine
aussi.
Donc —j est racine de multiplicité 2.
D’autre part, puisque P est un polynéme réel, on a j et —j qui sont racines de multiplicité 2.

Finalement,

P= (X=X +)X(X - )X +57)%
O

Exercice 12. Soit le polynome P = X% +4X5 + 8X* + 10X3 + aX? 4+ 4X + 1 € R[X]. On suppose

que —1 est une racine de P.
1. Déterminer a.
2. Montrer que —1 est racine double de P.
3. Montrer que j est racine multiple de P.

4. Factoriser P en facteurs irréductibles, d’abord dans C[X] puis dans R[X].
Solution :
1. P(-1)=1-448-10+a—4+1=—-8+adonc P(-1)=0<a=38.

2. Deux solutions : faire la division euclidienne de P par X +1 et voir si 1 est racine puis recommencer,

ou calculer les dérivées.
P =6X5+20X"* +32X3 +30X% + 16X + 4.
On a bien P'(—1) = 0. De plus,
P" =30X"* +80X3 +96X% + 60X + 16 et P"(—1) =2 #0
donc -1 est racine double de P.
3. P(j) =1+452+8j+10+8j2+4j + 1 et en utilisant j2 = —j — 1 on obtient P(j) = 0.

On calcule
P'(j) =2(3j%2 4+ 10 + 16 + 1552 +8j +2) = 36(j2+j + 1) = 0.

De méme,
P"(j) = 305 + 80 + 9652 4+ 605 + 16 = —65 # 0

donc j est racine double de P.

4. Puisque P est a coefficients réels, j2 est racine double de P et on a alors
P=((X+1)(X - j)(X -5

Dans R on a alors
P=(X+1)(X*+X+1)>~%



Exercice 13. Soit 6 un réel, et n un entier supérieur ou égal & 2. Démontrer que le reste de la division
euclidienne dans C[X] de X"sin(f) — X sin(n#) + sin((n — 1)f) par X2 — 2X cos(#) + 1 est nul. Qu’en
est-il dans R[X]?
Solution : On écrit X% — 2cos(A)X +1 = (X — ) (X — %), donc il s’agit de vérifier si
e sin() — e sin(nf) + sin((n — 1)0) = 0
et la méme chose pour e~®. On écrit ¢ = cos(#) + isin(f) et on a
e sin(0) — €' sin(nf) + sin((n — 1)0) = cos(nd) sin() + isin(nd) sin(6)

— cos(0) sin(nf) — i sin(nd) sin(0) + sin((n — 1))

= cos(nf) sin(f) — cos(f) sin(nh) + sin((n — 1)0)
(n—1)0)

~—

= —sin((n — 1)) + sin
= 0.

—~

Puisque P est & coefficients réels on a alors aussi e~ qui est racine de P. Le reste de la division
euclidienne dans C est donc 0, on peut écrire P = Q - (X2 — 2cos(0) X + 1) avec Q € C[X].
Supposons que le reste de la division eucidienne dans R n’est pas 0. On a alors P = Q1-(X?—2cos(0)X +

1) + aX + b pour un polynome réel @ et des réels a et b. Cela donne alors, dans C,
Q1 (X? —2cos(0)X +1)+aX +b=Q - (X?—2cos(0)X + 1)

et donc X2 — 2c0s(0)X +1 | aX +bdonca=0b=0.

Exercice 14.

1. Calculer le PGCD unitaire des polynomes 2X*+X2+ X +1 et de X0 - X°+X4-2X343X2-3X +1.

2. Montrer que les polynomes X% — 1 et X3 +2X2 — X — 1 sont premiers entre eux, et établir un
relation de Bézout entre eux.

3. Soient les polynomes complexes A = X° — X4 +2X3 +1 et B = X+ X*+2X? — 1. Calculer leur
PGCD unitaire. En déduire une relation de Bézout entre A et B. Déterminer tous les couples de
polynomes (U, V') vérifiant cette identité.

4. Reprendre la question 3. avec A = X* — X3 4+2X%2 —2X +1et B= X3 - X2 4+2X — 1.

Exercice 15. Soit n et m deux entiers. Calculer le PGCD unitaire des polynéomes X™ —1 et X" — 1.

Solution : Soient n et m deux entiers naturels non nuls. On peut supposer sans perte de généralité que
n > m. Soit n = mq + r la division euclidienne de n par m Alors la division euclidienne de X™ — 1 par

X™ — 1 est la suivante :
X"—1 = (X" 4 4 XM+ 1)(X™ —1) si m divise n, et donc r =0
X"—1 = (X 4 4 X(mmay(X™ — 1) 4 X7 — 1 si m ne divise pas n, et donc 1 <r < m .

Il en découle que 'application de I’algorithme euclidien aux deux polynémes X" — 1 et X™ — 1 induit
I’application de I’algorithme euclidien aux degrés des polyndmes & chaque étape. Par conséquent, a la
fin le PGCD unitaire est XPGCD(m,n) _ 1.

d



Exercice 16. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A, u pour que X2 + 1 divise X4 + X3 +
AX2 4+ uX +2.

Solution :
P divise X2+ 1 < P divise X —i et X +1i < i et —i sont des racines de P < P(i) = P(—i) = 0
{1—i—>\+m’+2:0

, , S A=3,u=2
1+t —A—pui+2=0.

Exercice 17. Montrer que, pour tout n € N*, on a

n—1
l_I(X2 —2X cos(2km/n) + 1) = (X" —1)%
k=0
Solution :
n—1 2k n—1 2km
OnaX"—-1=]] (X—eT> =1 (X—e_T> cela donne :
k=0 k=0
n—1 . n—1 - n—1 . o n—1
(xm-1? =] (X s ) I1 (X - eT”) =11 (X - eT”) (X i n") = T (X*—2X cos(2k/n)+1)
k=0 k=0 k=0 k=0
Exercice 18. Soit n € N, n > 1, et soient z1,...,2, des nombres complexes (pas nécessairement

distincts). On pose ey = 1 et, pour k compris entre 1 et n :
€k = E : Rj1%4a """ R
1<j1<ga<-<jp<n

Voici quelques valeurs des ey, :

60:1,
e1=21+2+ -+ 2n,

€y = (2’12’2 + Z1%3 + -+ Z1Zn) + (2223 + -+ Zan) + -+ (zn_lzn),

e’n*l:Z2"'Zn+z1z3"'zn+"'+Zl"'zn—1,

€p — 2129 Znp.
1. Pour n =2 (resp. n = 3), écrire explicitement eq, es (resp. e, e, e3) et montrer que

(X —2) (X —2)=X?>—e; X +e (resp. (X —21)(X —20)(X —23) = X? —e1 X? +e2X —e3).

2. Pour n quelconque, montrer que l'on a :

n

n
[IX =2) =D (-DFerx .
j=1 k=0
3. Sachant que 2i et 3 —i sont des racines de X34 (i +1) X2 — (8 +41) X — 4+ 284, calculer la troisiéme
racine complexe de ce polyndme.

4. Pour n € N, n > 2, déterminer sans calcul » 3, e/ et > 1<j<k<n e2mitk)/n,

9



Solution :

l.n=2:

eg =1, e1 = 21 + 22, eg = z129.

Donc (X —21)(X —22) = X2 — X(21 + 22) + 2122 = X% —e1 X + ea.

n=3:

eg =1, e1 =21+ 290+ 23, €2 = 2129 + 2129 + 2223, €3 = 212923.

Donc (X — 21)(X — 20)(X — 23) = X3 — (2 — 1+ 29 + 23) X2 + (2122 + 2122 + 2023) X — 212023 =
X3 —e1 X2+ e X — es.

2. On demontre le resultat par recurrence :

Initialisation : pour n = 2, le resultat est vrai.

Heridite : on suppose que (P,) est vraie et on demontre que P11 l'est aussi,

Soient {eg,k € {0,..,n}} comme precedement definits et :

di=z1+2+ -+ zp41,

doy = (122 + 2123+ + 212n41) + (2223 + -+ + 222n41) + - - + (Zn2Zn41),

dn =22 Znt1+ 2123 Zny1+ -+ 217 2n,

dpt1 = 2122+ Znt1-

Le but est de montrer que :

n+1 n+1
(X —2zj) =) (1) dpX"H17F,
7j=1 k=0
On a
n+1

k=0

n n
— ZZn+1(—1)k+1€ Xn—k + Z(—l)kean_H_k

k=0 k=0

n+1 n
= zppa(=DFep XTHF Y (ke x

k=1 k=0

n n
= (=1)"" 2,16, + a1 (—1)Fe_ XTIR 4 —1Dkep XHF 4 g XL
+ +

k=1

n
= do X"+ Z zn+1((—1)kdk)X"+17k + (=), carep_y + ey = dy

k=1
n+1
_ Z(_l)kden-‘rl—k_
k=0

10



n n
Conclusion : Vn € N [[(X —zj) = 3 (=1)kep Xtk
j=1 k=0
3. D’apres la question 2., si on note z la troisieme racine de X3 + (i + 1)X2 — (844i)X —4+28ion a:

(2i)+ (3—1i)+23=e1 = —i— 1 donc : 23 = —4 — 2i.
4.Sin > 2, les e"Q%,j{l, ..,n} sont les racines du polynome X" —1donc: } i, e2mii/n = ¢ = ()
Osin > 3.

—1sin=2.

On a : e2mUHR)/m = (15755 | donc, Idem di<j<k<n 2miUHhI/n = ¢, =

Exercice 19. Soit P(X) = X* + 12X — 5. Décomposer ce polynome en facteurs irréductibles dans

R[X], en sachant qu’il admet deux racines dont la somme vaut 2.

Solution :

On suppose que a, b sont les racines tels que : a + b = 2,. Soient maintenant ¢, d les deux autres racines
de ce polynome.

D’apres 'exercie 18. ona 0 =e; =a+b+c+det doncc+d = —2.

Puisque : P = (X —a)(X — b)) (X —¢)(X —d)) = (X? —2X +ab)(X?2+2X +cd) = X* + (4 +ab+
cd)X? + (2ab — 2¢d) X + (ab)(cd) on a :

b=2.
o a+b=2.
c+d=-2 ‘ _
bt od— 4 . ab=>5 . (a,b) € (1 +2i,1—2i)
ab+ cd =

c+d= -2 (c,d) € (=1 ++/2,—-1—/2).

ab—cd =06 d= _1
(ab)(cd) = —5. “a=

La decomposition dans C[X] est donnee par :
P=(X+1-vV2)(X+1+vV2)(X—1-2i)(X —1+2i)
La decomposition dans R[X] est donnee par :

P=(X+1-V2)(X+1+V2)(X?-2X +5).

Exercice 20. Quels sont les polynémes P € C[X] tels que P’ divise P?

Solution :

P € C[X], on suppose que P'|P et que P #0

Si deg(P) = 0 alors P’ =0 ce qui est exclu. Par consequent deg(P) > 1.

Alors 3Q € C[X] tel que P = QF’, or deg(P) = deq(P’) + deg(Q) = deq(Q) = 1.

Soit 7 une racine de P, comme P = QP on a :
multiplicité de r pour P = multiplicité de r pour P’ 4+ multiplicité de r pour Q
Or par definition, on a :
multiplicité de r pour P = multiplicité de r pour P’ + 1

Donc r est une racine de @), comme @ est de la forme x — az + b, a # 0 alors il admet une seule racine
qui est r, cela implque que P admet une seule racine, cette racine est de multiplicité deg(P).
En conséquence, 3¢ € C*,r € C tel que : P = ¢(X — r)%9(P)  Réciproquement, on peut verifier que les
polynomes de cette forme satisfont : P’|P.

O
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Exercice 21.
1. Factoriser le polynome X2 — X + 1 dans C[X].
2. Soit n un entier naturel. Montrer que (X — 1)"2 4 X271 et divisible par X2 — X + 1.

Solution :

1.OnaX?—X+1=(X—¢3)(X —e'3)

2.neN,ona: X2 —X+1/(X —1)"2 4 X2 o (X —€'5)(X — e7'5)[(X — 1)"+2 4 X2l o
€' et e "3sont des racines de (X — 1)"+2 4 X2+l

Or, e's —1 =¢'5(e's —e's ) = ei%(Qisin(%)) =6ty =3
Alors,

(eig . 1)n+2 + (ei§)2n+1 _ (6i%§)n+2 + (ei§)2n+1 _ (eig)2n+4 + (ez%")2n+1 _ (ei§)2n+1 ((ez‘g):a + 1) _
(e'5)2 (e +1) =0

Le polynome (X — 1)"2 4+ X271 est dans R[X] et donc il admet e™*5 comme racine, par consequent
X2 - X +1)(X — 1)"+2 4 x 2t

Exercice 22. Soit P € C[X] défini par P(X) = X3 + 3X? +2X +i.

1. Déterminer les racines du polynome dérivé P’

2. Montrer que P n’admet aucune racine réelle.

3. Déduire des questions précédentes que P admet 3 racines distinctes dans C, notées «, 5 et 7.
4. Calculer a + B+, &2 + B2 +~% et o + 33 + 2.

Solution :
1. PP =3X2 4+ 6X + 2 donc les racines de P’ sont : x; = —2 + % et 19 = —2 — %
2.0na: P(X)=0% —i=—(X?+3X%+2X) qui ne peut jamais etre vraie si X € R.
3. P n’admet aucune racine reelle, donc toutes ces racines sont complexes, comme la derive de P n’admet
aucune racince complexes, alors P n’admet aucune racine de multiplicite > 2.Enfin, P admet 3 racine
complexes (non reelles) distinctes.
4. Supposons que a, b et ¢ sont les racince de P, d’apres I'exercice 18. on a :

a+b+c=(-1)le; =-3

ab+ac+be = (—1)%ey = 2

abe = (—1)3e3 = —i

Cela implique que :
a>+ 02+ =(a+b+c)*—2(ab+ac+be) = (—3)% —2(2) = 5.
Et,
a®+ 03+ = (a+b+c)® —3(ab+ac+be)(a+b+c) + 3abec = —27 — 3(2)(—3) + 3(—i) = —9 — 3.
O

Exercice 23. On note oy, as, a3, ay et as les racines complexes du polynéme P(X) = X° — 29X* +
117X3 — 11X2 + 4X + 1. Montrer que ces nombres sont différents de 0. Ecrire le polynéme unitaire de
degré 5 dont les racines sont 1/aq,1/a,1/as,1/ay et 1/as.
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Exercice 24. Déterminer le PGCD unitaire de X° + X% + X% + X2 + X + 1 et de X* — 1, considérés

comme éléments de Q[X].

Solution : Dans cet exercice, on peut déterminer le PGCD en utilisant la division euclidienne. Néan-
moins, le polynome X% — 1 a des racines qu’on peut facilement déterminer : 4, —i,1, —1. Il suffit de
déterminer lesquelles sont aussi racines de X° + X4 + X3 4+ X2 + X + 1. On voit que c’est le cas de —1.
Par conséquent, X + 1 est le PGCD recherché.

O

Exercice 25. Déterminer tous les polynomes de degré 3, divisibles par X — 1, et tels que les restes des

divisions euclidiennes par X — 2, par X — 3 et par X — 4 soient égaux (mais certainement non nuls).

Solution : Dans un premier temps on détermine les polynémes unitaires P ayant les propriétés décrits
dans 1'énoncé. Comme P divisible par X — 1, il est de la forme (X — 1)(X? + bX + ¢) avec b et ¢ &
déterminer. L’hypothése sur les restes des divisions euclidiennes revient & dire que P(2) = P(3) = P(4).

Alors on obtient les équations
44+20+c = 29+3b+c) = 3(16+4b+c) .
On en déduit un systéme de deux équations avec les inconnues b et c.
442b+c¢c = 2(9+3b+c) (1)
204+3b+¢) = 3(16+4b+c) (2)
Une fois résolue, ce systéme a comme solution unique (b, ¢) = (-8, 18). Par conséquent, P = X3 —9X? 4

26X — 18. En multipliant P par des constantes non nulles, on trouve les solutions non unitaires.
O

Exercice 26. Soit n € N*, et considérons le polynéme & coefficients réels P(X) = aX" ! + bX" + c.
Peut-on choisir a,b,c pour que P admette 1 comme racine multiple? Quel est alors U'ordre de cette

racine ?

Solution : La dérivée de P est a(n + 1) X" + bnX =1 Pour que 1 soit une racine multiple, il est
nécessaire et suffisant que P(1) = P’(1) = 0. Les deux équations aux inconnues a, b, ¢ qui en découlent

sont
a+b+c =
an+1)+bnn—1) =

Nous pouvons donc exprimer b et ¢ en fonction de a :

1
b = _nt a
n
a
= — b:_i
c (a+10) -

Ces égalités nous montrent que nous pouvons choisir a, b, ¢ pour que 1 soit une racine de multiplicité au
moins 2.
Est-il possible d’aller au dela de 27 Ceci équivaut a ce que P” s’annule en 1. On calcule P”(X) = an(n+
DXC=D 4 bn(n—1)X"=D, Alors P’(1) = an(n+1)+bn(n—1) = an(n+1)—a(n+1)(n—1) = a(n+1).
Cette derniére expression est 0 si et seulement si a = 0. Or, ceci implique que b = ¢ = 0. On conclut que
la multiplicité de 1 est au plus 2.

d
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Exercice 27. Factoriser X® + X3 + 1 sous forme d’un produit de polynémes irréductibles de R[X].

n

X
Exercice 28. Soit n € N*. Montrer que les polynémes 1 + X +...+ — et 1+ X + X" n’ont que des
n!

racines simples dans C.
n

X
Solution : On notera P, =1+ X +...+ — et Qn =1+ X + X". Des le début, on peut supposer que
n!
n > 1. "
En calculant la dérivée de P,, on trouve que P, = — + P,,_1. Par conséquent, si r € R est une racine
n!
n

double, alors 0 = P, (r) = %7: + Pp_1(r) = % Il en découle que r = 0. Or 0 n’est pas racine de B,.
La dérivée de Q, est Q!, = 1+nX""1. Sir € R est racine double de Q,,, alors les égalités suivantes sont
vraies :
Qu(r)=1+7+1"=0=Q/(r) =14+ nr""".
Or, r + 7" =r(1 +nr"~1) = r.0 = 0. Il en résulte que 1 + 0 = 0, absurde.
O

Exercice 29. Montrer que le polynéme P = X163 —24X57 — 6 posséde au moins une racine réelle, mais

ne posséde pas de racine rationnelle.

Solution : La conclusion de 'existence d'une racine réelle s’obtient en appliquant le TVI aprés avoir

constaté que P est de degré impair. Supposons maintenant que P ait une racine rationnelle de la forme

m163 m27

m . :
— avec m et n deux entiers premiers entre eux. Comme P(™*) = 0, =24
n n nl63 nd7

a mi = 24m>nt0 4 6n163 En particulier, m'%3 est pair, et donc m est pair (pourquoi 7). Comme m

+ 6. Ceci équivaut

et n sont premiers entre eux, n est impair.

L’égalite m!% = 6019 (4m5"n®" + 6) équivaut & m'63 = 6n1%(4m>7 4 n7). L’imparité de n montre que

1 2163

la puissance la plus élevée de 2 qui divise m!'% est 2. Or c’est au moins , absurde. On conclut que P

n’a pas de racine rationnelle.

O

Exercice 30. Soient a,b des réels, et P = X* +2aX3 4+ bX? + 2X + 1. Pour quelles valeurs de a et b
le polynéme P est-il le carré d’un polynéme de R[X]?

Solution : Puisque P est de degré 4, il ne peut étre le carré que d’'un polyndéme de degré deux. On

cherche donc les valeurs de a et b telles qu’il existe A, ¢ et d tels que
X2 4+2aX3 +bX2 42X +1=AX?+cX +d)? = X2X* +20eX? + (20d + ) X? + 2¢dX + d*.
Par identification, si la solution existe si et seulement si le systéme
N =1
2Ac = 2a
2Md+c2=b
2cd = 2
d?=1

\

a une solution. Puisque d> =1 et ¢d = 1, alors ¢ = d = +1. De plus A = £1. On a donc que a = Ac et
b = 2Xc+ 1. Puisqu’il n’y a que deux valeurs possibles & Ac, & savoir 1 ou —1, le systéme a donc deux
solutions,a =1letb=3oua=—-1et b= —1.

Ainsi, il faut et il suffit que (a,b) € {(1,3); (=1, —1)} pour que le polynéme P soit un carré.
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Exercice 31.

1. Soient py, pa, p3 et p4 quatre entiers. Trouver deux entiers q; et g2 tels que (p?+p3)(p3+p3) = G +45.
(Indication : manipuler les nombres complezes p1 + ip2 et p3 + ipy).

2. Soient Pi, Py, Ps et Py quatre polynémes de R[X]. En s’inspirant de la question précédente, trouver
deux polynomes réels Q1, Q2 tels que (P + P3)(P? + P?) = Q% + Q3.

3. Soit P € R[X]. Montrer I’équivalence entre les deux assertions suivantes :

(a) Pour tout réel z, on a P(x) > 0.
(b) Tl existe Q1, Q2 dans R[X] tels que P = Q? + Q3.

Solution :

1. Posons p = py + ipy, P’ = p3 + ips. Le probléme devient de trouver ¢ = ¢, + igz ou (qi,q2) € Z*
tel que |p|%|p'|?> = |q|?. Il est donc clair que poser ¢ = pp’ convient, et de plus ses parties réelles
et imaginaires sont entiéres. En développant, on trouve en effet ¢ = pips — pops € Z et qo =
D2pP3 + P1p4-

2. On pose Q1 = P1P3s — PoPy et Q2 = PoPs+ P Py, qui sont des polyndémes réels, et en développant
on retrouve bien que (P? + P2)(P? + P?) = Q? + Q3.

3. L’implication b) = a) est évidente. Montrons la réciproque. Soit P un polynéme tel que pour
tout x € R, P(x) > 0. On sait alors que P se décompose en facteurs irréductibles de la forme
X2 +2bX + 2, avec b? — ¢ < 0, car sinon P aurait une racine simple, ce qui n’est pas possible
a cause de son signe. On note P = P ... P, la décomposition en facteurs irréductibles de P. Pour
1 < n < r. Posons ’hypothése de récurrence H, : "Il existe deux polynémes Q1 et Q2 tels que
Pi...P,=Q%+ Q3"

Initialisons. Py = X2 + 2bX +c? = (X — b)? + V/c2 — b2, donc Hj est vraie.
La question 2 montre que si H, est vraie, alors H, 1. Par récurrence, on a donc pour tout 1 <n < r,

H,, est vraie. En particulier H, est vraie et donc il existe deux polynémes Q1 et Qo tels que
P=Qi+Q3.

Exercice 32. Déterminer tous les polynémes P vérifiant les relations suivantes :
a) P(X?2+1) = P(X), b) P(2X +1) = P(X),
¢) (1-X)P(X)—P(X)=X",ouné€eN, d) P'(X)? =4P(X),
e) P(P(X)) = P(X).

Solution :

a) Considérons les degrés : deg[P(X? + 1)] = 2deg P, mais doit étre aussi égal a deg P, donc
deg P € {—00,0}. Réciproquement, tous les polynémes constant conviennent. Ce sont donc les
seules solutions.

b) Sile polynoéme P est non nul, il s’écrit de maniére unique comme P = >} apX* avec a, # 0. Or,
P2z +1) = 3}_,arx(2X + 1)*. Par identification du terme de plus haut degré, on a a, = 2"ay,.
Puisque a, # 0, on a donc 2" = 1, c’est & dire n = 0. Puisque les polyndémes constant et le

polynéme nul conviennent, ce sont les seules solutions.
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c¢) Puisque le polynéome nul n’est pas solution, P s’écrit de fagon unique comme P = Zz:o ap X", avec
aqg # 0. Si d = 0, il n’existe de solution que si n = 0 et alors P = 1. On suppose donc désormais

que d > 1. On a donc

d d d
(1-X)P'(X) - P(X) =) kapX* ' =) kap X" -) X*
k=1 k=1 k=0

d—1
=ay—ag+ Z[(k + Vag1 — kax — ak}Xk —(d+ l)adXd.
k=1
Ainsi, commengons par voir que puisque —(d + 1)ag # 0, alors d = n nécessairement. On a alors
1—ap=0et pour tout 1 <k <d-—1, [(k+1)ags1 —kar —ag] =0,
n%rl. Il ne peut y avoir au plus
qu’une seule solution, et 'on vérifie facilement que le polynéme P = —n%rl YoroX k convient en
effet.
d) Puisque deg[P'(X)?] = 2(deg P — 1), on a donc 2(deg P — 1) = deg c’est a dire deg P = 2. On
cherche donc une solution de la forme P = aX?+bX +c. On a donc (2aX +b)? = 4a X2 +4bX +4c,
et donc par identification 4a? = 4a, 4ab = 4b et b?> = 4c. Donc a = 1 puisque a # 0, et ¢ = b%/4.
Réciproquement les polynomes P = X2 + bX + b?/4 = (X — b/2)? sont tous solutions.

par identification a,, = —Til, a

c’est & dire ax41 = ag. Ainsi, pour tout 0 < k < d, ap = a, =

Une autre fagon de le prouver est de remarquer que puisque P est de degré plus grand que 1, P
a une racine o dans C. Cest a dire (X — a)|P. Or P = P donc (X — a)|P"?, donc (X — a)|P,
donc (X — )?|P?, c’est a dire (X — «)?|P. Reste & montrer que le polynome est unitaire pour
conclure.

e) Puisque deg[P(P(X))] = (deg P)?, on a donc que P est le polynéme nul ou deg P € {0,1}. On
cherche donc les solutions parmi les polynémes P = aX + b. On a alors a(aX +b) +b=azx +b

2

donc par identification a* =a et ab+b=5b,d'ota=00ua =1, et si a =1, alors b = 0. Puisque

qu’ils conviennent, les solutions sont donc les polynémes constants et le polynéme X.

Exercice 33.
1. Soient Pp, P2 et @ trois polynéomes. Montrer que P; — P, divise Q(Py) — Q(P).
2. Soit P un polynéme. Montrer que P(X) — X divise P(P(X)) — X.

Solution :
d

1. Si @ est le polynéme nul, c’est trivial, sinon @ = Z ¢ X*. On a alors
k=0

k=0
d k—1
=" | ar(Pi(X) = Pa(X)) Y (X)) (Po(X))F—T
k=0 =0
d k—1 ‘ '
= (PI(X) — P(X)) Z akZ(pl(X))J(PﬂX))k—;ﬂ
k=0 =0

Puisque le terme dans la somme est un polynéme, P, — Py divise Q(P1) — Q(P2).
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2.

D’apres la question précédent, P(X) — X diviseP(P(X)) — P(X). Mais P(X) — X se divise lui
méme, donc P(X) — X divise P(P(X)) — P(X)+ P(X)—- X = P(P(X)) — X.

Exercice 34. (Polynémes de Tchebychev) On considére la suite de polynéomes P, (z) définie par
Py(X)=1, PI(X)=X, et pour n € N,

—_

Prio(X) = 2XPo1(X) — Po(X).

Préciser PQ, Pg, P4.
Déterminer le terme de plus haut degré de B,.
Etudier la parité de P,.

Montrer que pour tout n € N et § € R, on a P,(cosf) = cos(nf).

Solution :

1.

P, =2X%-1,
P3=2X(2X?%-1) - X =4X3 - 3X,
Py =2X(4X3% -3X) - (2X? - 1) =8X* - 8X2 4 1.

. Par récurrence double, montrons que P, = 2" X" + @, ou @, est de degré au plus n — 1. Cette

proposition est vraie aux rangs 1 et 2 (au rang 0 éventuellement aussi, mais pour éviter 'ambiguité
du degré du polynéome nul, initialisons a 1 et 2.).

Supposons cet énoncé vrai aux rangs n et n + 1. On a alors d’aprés 'hypothése de récurrence :
Poio =2XP,1 — P, =2X (2" X" 1 Qi) — P, = 2" X" 2 42X Qi1 — P

De plus d’aprés ’hypothése de récurrence, 2X@Q,+1 est un polynoéme de degré au plus n + 1, et
P, est de degré n. Donc Qpny2 = 2XQp41 — P, est un polynéme de degré au plus n + 1, donc la

récurrence est prouvée.

. Montrons par récurrence double que P, est de la parité de n. C’est vrai aux rangs 1 et 2. De plus,

si P est un polynoéme qui a une parité, X P est un polyndme de parité inverse. Soit donc n tel P,
est de la parité de n et P41 est de la parité de n + 1. Ainsi P42 est la somme d’un polynome de
la parité de n et un polynome de la parité inverse de n + 1, soit deux polynémes de la parité de

n + 2. Le résultat est ainsi prouvé par récurrence.

. Raisonnons une nouvelle fois par récurrence sur N. Il est clair que pour tout § € R, 1(cos(f)) =

1 = cos(00), et X (cos(f)) = cos(f), donc I'affirmation est vraie aux rangs 0 et 1.

On la suppose vraie aux rangs n et n+ 1. Soit § € R. Alors P, 2(cos(6)) = 2cos(#) cos((n+1)0) —
cos(nh). Or cos(nf) = cos((n +1 —1)8) = cos(—0) cos((n + 1)8) — sin(—6) sin((n + 1)8), donc

P 12(cos(6)) = 2cos(#) cos((n + 1)) — cos(f) cos((n + 1)0) — sin(f) sin((n + 1)6)
= cos(f) cos((n + 1)#) — sin(@) sin((n + 1)0)
= cos((n + 2)0).

Ce qui acheéve la preuve.
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Exercice 35. Soit P un polyndme réel scindé a racines simples.

1. Montrer que P’ est aussi scindé a racines simples.

2. Montrer que si a et b sont respectivement la plus petite et la plus grande racine de P alors les
racines de P’ sont comprises entre a et b.

Solution :

1. Soit n le degré de P. Soit z1 < ... < z, les n racines du polynémes réel P scindé a racines
simples. D’aprés le théoréme de Rolle, puisque la fonction polynémiale associée a P satisfait a
P(z1) = P(xz2) = ... = P(zy), alors sa dérivée s’annule au moins au n-1 points yi,...,yp—1 tels
que 1 <y < X2, T2 < Y2 < X3, ---, Tl < Yn—1 < Tn, €t donc en particulier y; < ... < y,—1. Le
polynéme P’ a donc au moins n — 1 racines différentes dans R, or il est de degré n — 1, donc ce
sont toutes ses racines et P’ est scindé & racines simples.

2. D’aprés la question précédente, on a 21 < y1 < ... < yp—1 < T, ce qui répond a la question.

Exercice 36. Soit P et @ deux polynomes rationnels.

1.
2.

Montrer que P|Q dans Q[X] si, et seulement si P|Q dans C[X].

Montrer que P et () ont le méme PGCD considérés comme polyndmes a coefficients dans Q ou
dans C.

. Montrer que si P est irréductible dans Q[X] alors P et P’ sont premiers entre eux (on dit alors

que Q est un corps parfait).

Solution :

1.

Si P|Q dans Q[X], alors P|Q dans C[X]. Réciproquement, supposons que P|Q dans C[X], et
écrivons la division euclidienne de @ par P dans Q[X] : il existe deux polynoémes 7" et R de Q[X]
avec deg R < deg P tels que Q = T'P + R. Mais P|Q dans C[X], donc il existe S € C[X] tel que
@ = PS. Donc PS = TP+ R, c’est a dire P(S —T) = R. Or si S — T n’est pas le polynéome
nul, alors deg(P(S — T)) > deg P, ce qui est absurde puisque deg R < deg P. Donc S — T est le
polynoéme nul, c’est & dire que @ = T'P, et puisque T € Q[X], c’est que P|Q dans Q[X].

. Puisque la divisibilité est la méme dans C[X]| que Q[X], l'algorithme d’Euclide conduit au méme

résultat.

Soit P un polynoéme irréductible dans Q[X]. Par définition, les seuls polynomes rationnels unitaires
qui divisent P sont 1 et P. Puisque deg P’ < deg P, et donc P ne divise pas P’, alors pgedg (P, P') =
1, et donc pgede (P, P') = 1.
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