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§1 Tribus et boréliens

D&fmrtion

Ue X est un ensemble C de parties de X tel que
1. 0 eC
2. SiAeCalors A¢C (A°=X\A)

3. C stable par union finie

Une tribu est un clan aussi stable par union dénombrable.

Soit 7 une tribu de X et soit Y C X. Alors Ty = {ANY :Ac T} est
une tribu de Y (idem pour un clan). C'est la tribu induite par 7 sur Y.

Soit 7 une tribu fixée de X. Une partie A de X est mesurable si A € 7.

Proposition c e
Soit T une tribu de X alors (UA') Sl /)'4C
> XcT

» ] est stable par intersection dénombrable

>)§iA,BET, a/orsA\BET)




n Th)= ()
Définition T '3»&«:. e Aels

Une classe monotone M de X est un ensemble de parties d& X tel que
pour toute suite (A,) d'éléments de M

» Si (A,) est une suite croissante (ie A, C A,11) alors UA, € M
» Si (A,) est une suite décroissante (ie A,11 C A,) alors NA, € M

CResu|tat Clan + classe monotone R trlbuj &

Définition ZS, : X‘}

Soit A C P(X). Alors il existe une plus petite tribu contenant A, on
'appelle la tribu engendrée par A, dénotée T(A). (De méme pour clan
et classe monotone dénotés C(A) et M(.A) respectivement)

Résultat. On a C(A) C T(A) et M(A) C T(A)

Théoreme (Classe monotone)
Soit C un clan, alors M(C) = T(C) (et donc c’est une tribu)



Le but de cet exercice est de montrer qu une réunion arbitraire
d'ensembles mesurables n'est pas forcément un ensemble mesurable. Soit

T ={A C R avec A au plus dénombrable ou A¢ au plus dénombrable!l.
1A C plus dénombrable o P }

= }me 2 dLM:Mo%
- Q’éf oK

Qd ScAET b, AT 0K

1. Montrer que 7 est une tribu.

2. Montrer que 7 # Z(R).
/ 3. Conclure.




Définition

Soit X un espace métrique, la tribu des boréliens de X, dénotest

la tribu engendrée par les ouverts de X. Les éléments de cette tribt sont
/1" /

les boréliens de X. Ve

Résultat. Soit Y sous-espace m
induite par Bx sur Y

y est la tribu de Y

Résultat. Les intervalles ouverts et fermés de R sont des boréliens de R

Proposition

Soit X espace métrique. On a
» Bx est la tribu engendré par les fermésgle X

» Br est la tribu engendré par les intervalles de R et méme
uniquement les intervalles de la forme |a; +oo[ avec a € R

» Brn est la tribu engendré par les pavés I, x --- x I, avec I; intervalle
ouvert de R

Remarque. Quand X est un espace métrique, la tribu considérée sur X
est par défaut la tribu des boréliens



§2 Mesures

Définition
Soit T une tribu de X. Une mesure (positive) sur X est une application
p T —[0; —I—é)/O] telle que

> u(0)=0 [’Pdf«? A‘L‘/\AJ:/d

» Si (A,) est une suite d’é|éments de 7 d.d.d. (deux a deux disjoints)
alors u(UA,) 5 > u(An) ) (propriété de o-additivité)
€

—_
Exemple MXDLM ZC)D) CJVLW%M (:0/'*”]

On prend T = P(X) I'ensemble des parties de X

card(A) s/ A est finie
u(A) = { (A) s
—+ 00 sihon

C’est la mesure de comptage :I’F (A \Jﬁ? ~ ;a,g, ¥ #/B 2 p‘ /\@7%

Définition
Une espace mesurable est un couple (X,7T) avec T tribu de X et un
espace mesuré est un triplet (X, 7T, i) avec, de plus, p une mesure sur T



Soit (X, T, i) un espace mesuré. 5’[[[

Proposition A Re ’ﬁ /
» Soient A et B deux mesurables avec A C B, alors u(A) < u(B) 14
(monotonie). Si, de plus, (B) < +oo alors (B) = u(A) + u(B Y A)
» Soient Ai, ... Ak des mesurables, alors p/(U;A;) < > . u(A;) avec
égalité si les A; sont d.d.d. (deux a deux disjoints)

» Soient A et B deux mesurables alors
o ——_

AU B) + (AN B) = u(A) + u(B)

» Soit (A,) u
> Alors (UiAi) < > . u(Ai) (sous-additivité)
g—

> Si(An) A alors u(An) — u(A)




Définition K“? )V[[’\ ﬂfw’\ & S SE ,[,\/AV‘

» La mesure p est finie si u(X) < 400
/
» La mesure p est o-finie s'il existe une suite (A,) de mesurables avec
/

UnAn =X et u(A,) < +oo Vn

» La mesure i est une mesure de probabilité si u(X) =1

» Si X est métrique et T est la tribu des boréliens, la mesure p est
borélienne

» Si X =R" alors i est une mesure de Radon si u est borélienne et
VK compact de X, u(K) < +o00

Définition

Un partie A de X (non nécessairement mesurable) est négligeable s'il
existe un mesurable B avec A C B et u(B) = 0. Une mesure est compléte
si toutes les parties négligeables sont mesurables. Si ce n'est pas le cas,
on peut construire une extension de p en une (unique) mesure compléte
[i en ajoutant les négligeables a2 T pour obtenir la tribu complétée T .

Une propriété P(x) définie pour x € X est vraie presque partout ou vraie
- 7 . — —

p.p. si I'ensemble {x € X : P(x) est faux} est négligeable.

— ﬁ




Théoreme
Il existe une unique mesure v,, sur R" telle que, pour chaque pavé
P=1 x---x I, avec I; intervalle, on a

@) = vol(P) = produit des longueurs de I;

On noti An '/a complétée de v, et on l'appelle la mesure de Lebesgue

dans R'&

n note L, la complétée de Brr» pour cette mesure et on

I'appelle la tribu de Lebesgue de R".

(i
r
On a les propriétés suivantes IKZ () /; i’l,, nj

» v, est unique / "21 aQ
» v, est une mesure de Radon et est o-finie a\l -
» v, est invariante par translation, VA € Bgrn,Vx € R"

un(x +A)=va(A) g4, Z/Lr &:rgh

11 est donnée par la formule suivante pour A€ Bgr

n(A) =inf{ > (b~ a): AC | la, bil}
4 j j

1R ~utswh i,



Le but de cet exercice est d'aboutir a I'existence d'une partie A C R qui
n'est pas Lebesgue-mesurable. En particulier, A n'est pas borélienne.

1. Soit B une partie de R telle que, pour tout x € R, il existe b € B tel
que x — b € Q. Montrer que si B est Lebesgue-mesurable alors

A(B) > 0.

2. Soit B une partie de [0, 1] telle que
Vx,y € B, x#y = x—y & Q. Montrer qu'il existe une infinité
de translatés de B inclus dans [0, 2] et deux a deux disjoints. En
déduire que si B est Lebesgue-mesurable alors A\(B) = 0.

3. Que peut-on dire d'une partie de R vérifiant les deux propriétés
ci-dessus ? De quelle facon peut-on obtenir une telle partie de R?



U

§3 Fonctions mesurables et intégrales

Soit (X, 7T) un espace mesurable.

Définition
Une fonction étagée est une fonction f : X — R de la forme
~
k
f = Z ai X A;
=1
avec k >0, a; € YA est la fonction caractéristique de A

(simple) de fonctions &tz . X _métrique et / tribu des boréliens, on
dit que f est borélienne

On dit que la fonction f : X — R" donnée par f = (f,---f,) est
mesurable si chaque f; est mesurable ¥ 4);0

Résultat. Si f est mesurable et positive, on peut trouver une suite

croissante de fonctions étagées de limite f

= _ :
Remarque. Convention de calcul : 0 - (£00) = 0 donc le produit est

toujours défini dans R (mais pas la somme)



Définition
Soit A une partiede X et f : A— R. On dit que f est mesurable si A est

mesurable et si: f étendue a X par 0 sur A°) est mesurable

Résultat. La fonction ya est mesurable ssi A est mesurable

/

Théoreme
Soit A un mesurable de X. La fonction f : A — R est mesurable ssi on

a:f Y +o0)eT, f(—c0)eET et,VBECBr, f1Y(B)eT.

| PORSSNS

|

7

Proposition

» Si X est métrique alors les fonctions continues sont boréliennes

» Une limite simple de fonctions mesurables est mesurable

» Soient g : R" — RX borélienne et f : X — R™ mesurable alors g o f
mesurable

» Soient f,g : X — R mesurables alors fg est mesurable, \f est
mesurable (A € R) et f + g mesurable 1a ol elle est définie

— = —
F +lo - Lo




Proposition

» Soient fi,...,f, mesurables alors max(fi,...,f,) et min(f,...,f,)
sont mesurables

» Soit (f,) une suite de fonctions mesurables alors sup f,, inf f,,
limsup f, et liminf f, sont mesurables

Théoreme
Soit (f,) une suite de fonctions mesurables. On pose

A = {x € R : la suite (,(x)) converge dans R}.

Alors la partie A est mesurable et la fonction f : A — R définie par
f(x) = lim, f,(x) est mesurable

Exercice. Soient (X, 7T) un espace mesurable et (f,)sen une suite de fonctions

mesurables f, : X — R. Démontrer que |'ensemble des points x € X tels que
la suite (f,(x))nen admet une limite est un ensemble mesurable.

Indication : On rappelle que (an)nen converge ssi liminf a, = limsup a,.
n—r+00 n— 400



Soit (X, 7T, ;) espace mesuré.

Définition

Soit (f,) une suite de fonctions mesurables.
» (f,) est de Cauchy en mesure si, Ve > 0

im a({x € X : [f(x) — fnl)] = €)=

0
» (f,) est de Cauchy presque uniformément JA € T avec

f,) de Cauchy uniforme sur

Soit mesduraple.

» f, — f en mesure si, Ve > 0,
||m p({x o [fa(x) — F(x)[ = €f)=10

—
—

» f, — f presque uniformément si, Ve > 0, JA € T avec u(A) < € et
f, — f uniformément sur X \ A

)AI/&OML& «\7[ o“‘%}L//ﬁ/ )%’\)W?M
@‘” £20) L/MU j/x)léﬁ



Soit f : [0,1] — R une fonction Lebesgue-mesurable. Le but de cet exercice est
de montrer le résultat suivant : pour tout € > 0, il existe un borélien B C [0, 1]
tel que v1(B) < € et la restriction de f a [0,1] \ B est continue.

1. Soient F et G deux fermés non vides et disjoints d'un espace métrique
(X, d). Montrer que la fonction

d(x, G)
d(x, F)+ d(x, G)

X =

est une fonction continue sur X qui vaut 1 sur F et O sur G.
(On rappelle que d(x, A) est la plus petite distance entre x et les points
de A)

2. Soit A un Lebesgue-mesurable. On admet le résultat suivant : il existe F
fermé et U ouvert tels que F C AC U et v1(U \ F) < €. En déduire le
résultat pour f la fonction caractéristique de A.

3. Montrer le résultat pour f une fonction étagée.

4. En utilisant le résultat suivant, déduire des questions précédentes le
résultat en général :

Théoreme d’Egoroff. Soit (X, .7, 1) un espace mesuré. Soit (f,) une suite
de fonctions qui tend simplement vers f. Alors, pour tout € > 0, il existe
A€ T avec u(A) < e et (f,) converge unif. vers f sur X \ A.



84 Intégrales (X/E/W st
Définition (/é) “AC ”’/f)j{g C‘fﬂ: A’b}%

Soit une fonction étagée f : X — R de représepntation f = ) . a; XA \

dit que la représentation est admissible si @ et donc f > 0).
c . ’——\/

est canonique si les a; sont deux a deux dis ot les A; sont d.d.d.

URésultat. Une fonction étagée admet une unique représentationAﬂB

=C

canonique (a I'ordre prés) et elle est admissible ssi f > 0.

Définition d}[A* aig =0 /7/,40 R /ﬁﬂ»//}f]—-é Ke =

Soith étagée et posit@représentation canonique f = > . ajxa;, on
définft Tintégale de f sur X par rapport a ar
g P PP P /jbw @>0

/X () du(x) = / rau] [ f > am(A) € [0:

-

_ﬁ

Résultat. Si f étagée et positive de représentation admissible
f=>.bixg alorsona [f=>. biju(B)

‘;




Jde Tonod int n-)@:zb
Définition 7 r? 2

Soit f : X — [0; 00| mesurable. On définit I'intégale de f sur X par
rapport a u par 7

/f(,é)d,u(lg):/ fd,u:/f:sup{/u:uétagée, positive etugf}
X v - X _ _

— S

On dit que f e_st(g?glagbl si@ _
Soit f : X — R mesurable, on dit que f a un jntégrale stf+ —ff_>a un
sens oﬂ@ax(f, 0) et £ = max(—f.0) s§>nt mesur positives

telles que T = f. — f_. Dans ce cas, on pose

On dit que f est intégrable si 7, et f_ sont intégrables. On note £'(X; ;1)
I'ensemble des fonctions intégrables

Remarque[F intégrable [<> f a une intégrale finie <— [ f. < +o0
et [fL <+ < +00
SM ‘5%4— "'55—




Proposition

Soient f et g mesurables ayant une intégrale.
> Sif<galors [f< [g
> SixeRalors [(F+Xg)=[f+X][g

Définition )
Soit AC X mfurable et f : A— R mesurable. On dit que f a une

intégrale siffxa (= extension de f a X en prenant 0 sur A°) a une
intégrale. On pose
/ fdp = / fxadu
A X

Résultat. Si A est négligeable alors Vf : A — R mesurable, on a
Jof =0. De méme, si f : X — R mesurable et f =0 p.p. alors [ f = 0.

Exercice. Soient (X, 1) un espace mesuré et f : X — R une fonction
u-intégrable.

1. Montrer que f est finie u-presque partout.

2. Montrer que si [, |f|dp = 0 alors f est nulle p-presque partout.

N



Résultat. Soit f.anesurable alors 1 a une intégrale pour p ssi f a une
intégrale pour & et dans ce cas, les deux sont égales.

Résultat. Soient . g mesurables et f = .p. Si f a une intégrale alors
v 8 8 P-P g
g a une intégrale et, dans ce cas, les deux sont égales.

i Lra

Proposition
Soit f : X — R intégrable. On pose A = f~*({zo0}). Alors M(A) = 0.
On pose g : X — R définie par g(x) = f(x) si x & A et g(x) = 0. Alors

[|f —g|=0etdonc [f=[g. KML',—M/

Remarque. Il suit qu'on peut toujours modifier f intégrable pour qu’elle
ne prenne que des valeurs finies sans changer son intégrale.

Définition
Soit f = (f1,...,f,) : X = R" mesurable. f est intégrable ssi chaque f;
est intégrable et [ f = (| f;);. En particulier, si f : X — C alors

Lf/fj_f/Re(f) + ifIm(fD




Théoreme (Beppo-Levi)
Soit (f,) une suit@de fonctions mesurables @@ On
lim 1,.

suppose que (f,) est convergente. Alors, on a lim [ f, =

Résultat. Si f et g ont une intégrale et les sommes f + get [f+ [g
existent. Alors, f + g a une intégrale et [(f+g)= [+ [ &.

Proposition )m 488 é)cM

» Si f mesurable alors |f| mesurable

» Sif a une intégrale a/o@ /7
@ E Si f mesurable et g intégrable avec |f| < g alors f inte’grab/e]@

» Sif intégrable et | |f| =0 alors f =0 p.p.

EP Sif et g intégrables, f < gef [f= [g¥lorsf=g p.pj
Proposition ité iv} é

Soit f mesurable. Soi 1< p<+ooett>0. Alors J %A}“

~

({x >t < [ 17




Notation. L'intégrale de Riemann est dénotée par fab f(x) dx J{

l Théoréme

» Soit f : [a, b] — R continue alors f est Lebesgue-intégrable sur [a, b]
et [, F(x)dx = [, o fdm

» Dans le cas f : | =+ R continue avec | non compact d'extrémités
a,beR

> f est Lebesgue-intégrable ssi I'intégrale f f(x) dx converge
absolument et dans ce cas f f(x)dx = [, fdun

> Slf>Oalorsf f(x) dx—f,fdul[\ ¥ o P”‘\KL JSJ”(X
> Si [, fdu existe alors on a f f(x)dx = [, fdu </\ﬂ

Remarque. Dans le cas | non compact d’extrémités a, b € R, il est
. b . .
possible que [ f(x) dx existe mais pas [, f di;

Notation. Pour | C R intervalle, on notera parfois [, f(x) dx plutét que

[, fdvi (s'il n'y a pas de risquW
- -




o
(tde~ ) 4
Théoreme (Critére de Lebesgue) £ 30' ) &) F) 7 "ZV

Soit f : [a,b] — R. Alors f est Riemann-intégrable sur |a, b]|Ssi)f est
bornée et I'ensemble des discontinuités de f est v1-négligeable

Résultat. Si f : [a, b] — R est Riemann-intégrable alors f est
Lebesgue-intégrable et fab f(x)dx = f[a p fdve

Théoreme
Soit f : [a, b] — R Lebesgue-intégrable. On pose F(x) = f[a qfdu.
Alors F est dérivable vi-p.p. et pour F'(x) = f(x) v1-p.p.

Théoreme (Leibniz-Newton pour l'intégrale de Lebesgue)

Soit F : [a,b] =& R continue dérivable sur |a, b[ avec F' v1-intégrable.
Alors, Vx € [a, b], F(x) = F(a] & J(ax] F'(t) dvi(t).

Remarque. Ce résultat n'est pas forcément vraie si on suppose juste F
dérivable v1-p.p (exemple : F(x) =0 sur [0,1/2] et =1 sur ]1/2,1]) et
méme avec F continue (on peut construire F continue avec F' =0 p.p.)

p
P EE— Y




VL

# On considere la fonction f : [O; g} — R, définie par

(x) = {s?ngx) S? cos(x) € Q
sin“(x) si cos(x) € Q

1. Montrer que la fonction f est Lebesgue-intégrable sur [O; E}.

2. Calculer I'intégrale de Lebesgue f[O'w/2] f(x) dvi(x).

x—1

1
t

f(x) =
» On pose f(x) /0 Tt

1. Montrer que f est finie si et seulement si x > 0.

dt pour x € R.

2. Montrer que f est continue sur |0; +o0.

3. Calculer f(x) + f(x + 1) pour x > 0. En déduire la valeur de “Lnon(X)'



§5 Les grands théoremes

Théoreme (Lemme de Fatou)
Soit (f,) suite de fonctions mesurables > 0, alors [ liminf f, < liminf [ £,

Théoreme (Convergence dominée)

Soit (f,) suite de fonctions mesurables avec f, — f et telle qu'il existe g
intégrable avec anors f est intégrable et [ |f, — f| — 0 et

donc | lim f, = limT7,.

ue deta convergence dominée)

Proposition (Récipr

esurables et f mesurable tels que
e suite extraite (f,, ) et une fonction
et f,, = f p.p.

Soit (f,) suite de fonctions
[ |fa — f| — 0. Alors il existe
intégrable g tels queVk, |f, | <

Théoreme (Convergence dominée p.p.)

Soit (f,) suite de fonctions mesurables telle qu'il existe g intégrable avec
Vn, |f,| < g p.p et il existe f mesurable avec f, — f p.p. Alors f

intégrable, [|f,—f| —0et [f,— [f. { |



Intégrales dépendant d'un parametre
Notation. f: X x A — R (avec A C Y espace métrique). Pour X € A,
f(-,A\): X = R, x— f(x,)\). De méme avec f(x,-) pour x € X.
[ L .
Théoreme

Supposons que
1. Pour tout A € A\, f(-,\) est mesurable
—
2. Pour presque tout x € X, f(x,-) est continue

3. llexiste g : X —- R intégrab/e te//e VAeN, [f(-, N < g p.p.
Alors F : AN — R définie par F(\ (-, \) du est continue.

5 24 s

Dans le cas ou N\ est un ouvert de Y = R”, on peut remplacer la
condition 3 par

3'. Pour toute boule fermée B()_\o, r) C A, il existe une fonction
intégrable g telle que VA € B(\o,r), |f(,A)] < g p.-p.



On suppose A ouvert de Y = R". Pour la variable A = (A\1,...,A,) € A,
on dénote par J; = % la dérivée partielle
J

Théoreme J\OQ/%(V&/”)
\ Soit j € {1,...,n}. Supposons que e

1. Pour tout \ € A, la fonction f(-, \) est intégrable
Donc la fonction F(\) = [ f(-, A) du existe

2. Pour tout x € X, la fonction 0;f(x, -) existe

3. Pour toute boule fermée B()_\o, r) C A, il existe une fonction
intégrable g telle que Y\ € B(Xo, r), |0if(-,\)| < g p.p.

Alors O;F existe et O;F(\) = [ 9;f(-,\) dp N

W R
Théoreme

( Soit (f,) une suite de fonctions intégrables telles quely_ [ |f,] < +o0.
Alors >~ _f,(x) converge p.p. et >, [f,= [ f avec

sinon

F(x) = {Zn fo(x)  si la série converge



Exercice.

1.

3.

poridl () 5% wb)

sin X

Montrer que f: x +— est Lebesgue-intégrable sur [0, col.

ex —

o
Montrer que, pour tout x > 0, on peut écrire f(x) = > e” ™sinx. Et

pour x =07
En déduire que / eim_xl dx = nz_; Pl

2

@ Exercice. Pour y > 0, on pose F(y) = /OOO 1e+xxy2 dx.
1. Montrer que F est continue sur R,.
2. Calculer F(0) et déterminer yli_>m00 F(y).
3. Montrer que F est dérivable sur R .
4. Montrer que F est solution sur R} d'u ion—differentielle du premier
ordre s'exprimant a I'aide du nombge / = |
5. En déduire, sous forme intégrale, uneexpressien—de F(y) pour y > 0.

En déduire la valeur de .



§6 Mesures produit
Soient (X, T, u) et (Y,S,v) deux espaces mesurés. m

Définition £
La tribu produit 7 ® & est la tribu de X X Y engendrée par les pavés
Ax Bavec AcT et BeS.

Pour E€ET ®S,lacoupede Eenxe Xest E,={yecY:(x,y)e€E}
et lacoupede Eeny e Yest EY ={xe X:(x,y) € E}.

Résultat. Br» @ Brm = Bgnin b & X
Résultat. Soit E € T ® S alors Vx,ZE, € S ft Vy,@
Proposition Wi £

Supposons i et v o-finies alors il existe une unique mesure |1 X v sur
T ® S, appellée mesure produit, telle que @ V(A x B) = u(A) v(B),
pour AcT et BeS. De plus,onaVEcT ®S

pe ()= [ UE)du(x) = | u(E)dvy)

X

Résultat. Si seulement une des deux mesures est o-finie, on a bien
I'existence mais pas |'unicité (ni la deuxieme propriété)



Remarque. Pour u et v o-finies,ona i@V = @ v.

Théoreme (Tonelli)

Soit f : X x Y — [0, 4+00] fonction T ® S-mesurable. Alors les fonctions
—

y|—>/f(-,y)d,u et X+—>/f(x,-)dy
X Y

sont mesurables (pour S et T respectivement) et

[ rowes= [ (o) s
/ ~ [ (] fenavtn) dut g Foyass]

Corollaire .
Soit f : X x Y — R mesurable. A/orﬂmsi

X( [ el avty) ) duntx) <+

ce qui est biensur équivalent 3 [, ( [y [f(x,y)| du(x)) dv(y) < +oo



Théoreme (Fubini) b
SOItf:XxYﬁRa@Alors mﬂoj '7)

» Pour presque tout y € Y, la fonction f(-,y) est u-intégrable

» La fonction g est v-intégrable avec

f(-,y)du sil'intégrale existe
gly) = {IX (-] -
0 sinon

v

ec x et y échangés)

(Et un én

Notation. Si B C R” est un borélien et f : B — R a une intégrale pour

la mesure de Lebesgue \,, on note par abus (s'il n'y pas de risque de
confusion) [, fdX, = [5f(x)dx = [5f(x1,...,Xn)dxs - dXp.

Pour B = R"” on a

/nfdA,,:/R(../R(/Rf(xl,...,x,,)dx1> dX2...>an



Théoreme (Tonelli et Fubini, versions locales)
Soit E C X x Y mesurable et f : E — R mesurable.
> (Tonelli) Supposons f > 0. Alors, y — [, f(-,y) du est mesurable

et /Efdu@@u—/y(/Eyfdu)dy—éUEyfdu)dV

pour Z mesurable avec Z D {y € Y : Ix € X avec (x,y) € E}
(Et un énoncé analogue avec x et y échangés)

» (Fubini) Supposons f intégrable. Alors, pour presque tout y, f(-,y)
est intégrable sur EY, la fonction g est v-intégrable avec

, f(-,y)du sil'intégrale existe
gly) = {IE -
0 sinon

/fd,u@)l/:/gdyz gdv
E Y

pour Z mesurable avec Z D {y € Y : dx € X avec (x,y) € E}
(Et un énoncé analogue avec x et y échangés)



Exercice.

Soit u la mesure de comptage sur ([0,1], 2([0,1])).

1. Soit A = {(x,x); x € [0,1]}. Est-ce que A est un borélien de R??
de [0,1]%7

2. Justifier I'existence des intégrales itérées suivantes et les calculer :

I1 — A\ X, d)\(x d{L
A,l] (A,l] X ( )/) ( )) ()/)
/2 — ALX, d/L d\(x).
/[071] (/[0,1] X ( y) (.V)> ( )

3. Quelle conclusion peut-on tirer de cet exercice ?



7 Changements de variables
§ . /[Alf: V‘éES’
g

Proposition

Soit A € GL,(R) et soit E C R". Alors, A(E) est borélien ssi E est
borélien et, dans ce cas| A\n(A(E)) = [det(A) X, (E)-]

Résultat. Si A est non inversible alors VE C R™, A(E) est négligeable

Définition

SWouverts de R". Une application ® : U — V est un
[Cl—diffeomorphisme i

> & = (dg,...,P,) a des dérivées partielles continues,
» O est bijective,

» Le déterminant jacobien de ® est non nul en tout point de U
(4
AL 5“4“”‘ o0, 9% . 9%
/ 0x1 Oxo Oxn \
I 0P, 0P, 0P,

8X1 aXQ U 8Xn
) — det
i) : : :

det Jp = det (5
2]

J

g, 8%, 9%,
O0x1 O0x> OXn




Théoreme (changement de variables)

Soit®: U — V un Cl-@'ffeomorphisme et soient f : V. — R. On pose
= |Jo|(fo®): U— R. Alors, on a OIL _

» g est borélienne ssi f est borélienne,
» g est Lebesgue-mesurable ssi f est Lebesgue—mesuM

» g a une intégra/e ssi f a une intégraple et on a

ﬁ
/fd)\ _/gd)\ _/ [ Jo| (f o ®) dA,
¢‘1(V) /’\ S

Corollaire

Supposons ® continue sur Uy ouvert avec U; O U(et toujours

® : U — V un Cl-diffeomorphisme). Soit E C U; \ U fermé et
négligeable, f : V U®(E) — R. On pose g = |Jo|(Fo®): UUE — R.
Alors, on a les mémes résultats et

/ fd)\n:/ \Jq)](focb)d)\n:/ ol (F 0 ) dA,
VU®S(E) d—1(VUD(E)) d-1(V)

- "
Remarque. En général, on prendra E = 9U (frontiére)




Coordonnées polaires % ﬂ}&/ —-('Sw./é?)
® : R? — R? avec ®(r,0) = (rcos(), rsin(6)) %nW) rﬂ)ﬂy

/ F(x, y) dAalx, y) = / £(rcos(0), rsin(0)) - r da(r.0) 1
R? [0,+00[ X [0,27] - ('
; 4 - &

Coordonnées sphériques
® : R3 — R3 avec ®(r, ¢,0) = (rcos(¢) cos(d), r cos(¢) sin(0), rsin(¢))

U =]0, +oo[x] — w/2,7/2[x]0, 27|
v =R\ (((0,0) x R) U (J0, oc[x{0} x )

/ f(x,y,z)dAs(x,y,z) =
R3

/[o ool f(r cos(¢) cos(8), r cos(¢) sin(), rsin(¢)) - r* cos(p) dAs(r, ¢, 0)

—7 /2,7 /2] x[0,27]



Coordonnées cylindriques
® : R3 — R3 avec ®(r,0,z) = (rcos(d), rsin(0), z)
U =]0, +00[x]0,27[xR, V = R3\ ([0, c0[x{0} x R)

/ f(x,y,z)dAs(x,y,z) = / f(rcos(8), rsin(0),z) - rdAs(r, ¢, z)
R3 [0,400[x[0,27] xR

}mngm T Xl ¢ CuW W/f}gﬁ

Proposition (Comparaison avec des fonctions classiques)
Soient a, b € R. On se place dans 'espace métrique R". Alors
» x — 1/||x||? est intégrable sur B(0,1) \ {0} ssia < n
» x — 1/||x||? est intégrable sur R" \ B(0,1) ssi a > n
> x = 1/(||x||7 | In||x]||?) est inte’grab/e sur B(0,1/2)\ {0} ssia<n
ou(a=netb>1)x , a\

> x = 1/(||x]|? | In||x]||?) est lntegra Jsur R"\ B(0,2) ssia> n ou

(a=netb>1) 5 )
1/
n%n r.,g'a' ~ 4 Xh




Fonction Gamma d'Euler. r‘zy\“) 50(( ]/l>p 2 kB
. 7

On rappelle la définition de la fonction Gamma d'Euler :
)

ﬂ\/{\ M(x) = o >~ le™t dt.
WMKU K /0 J

1. Montrer que, Vx > 0,Vy > 0, I'application t s t*71(1 — t) 1 est
A1-intégrable sur |0; 1].

Pour x > 0,y > 0, on pose
1
B(x,y) = / t*~1(1 —t)Y " 'dt (fonction Béta d'Euler)
0

2. Soient x >0,y >0et /= [. .. t*1s¥ e (t+9) dsdt, calculer |
+ Bt
en utilisant le changement de variables dans R? : u =t et v =t +s.

3. En calculant / d'une autre maniere, établir pour x,y > 0, I'identité

FOOr(y)
M(x+y)

B(Xa)/) —



