
Proposition
Soit F sev de E, alors E = F � F

?
. En particulier, tout x 2 E s’écrit de

manière unique x = y + z avec y 2 F et z 2 F
?
. Le vecteur y est le

projeté orthogonal de x sur F .

Théorème (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt)
Soit (a1, . . . , an) une base de E. Pour i = 1, . . . , n, on pose

fi = ai �
i�1X

j=1

hfj , ai i
kfjk2

fj et ei =
1

kfik
fi .

Alors la base (f1, . . . , fn) est orthogonale et la base (e1, . . . , en) est
orthonormée. De plus, pour 1  k  n, on a

Vec(a1, . . . , ak) = Vec(f1, . . . , fk) = Vec(e1, . . . , ek).

Corollaire
Soit (u1, . . . , ut) une base orthonormée de F . Alors le projeté orthogonale

de x sur F est tX

i=1

hx , ui i ui .
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L’application linéaire E ! F qui envoie x sur son projeté orthogonal

pF (x) est appelé un projecteur orthogonal.

Problème de minimalisation. Soit x 2 E , il existe un unique point

y 2 F tel que la distance kx � yk est minimale, c’est le projeté

orthgonale pF (x) sur F .

Calcul du projecteur orthogonal. Soit B une base orthonormée de E et

soit (u1, . . . , ut) une base orthonormée de F . Soient U1, . . . ,Ut les

vecteurs colonnes des coordonnées de u1, . . . , ut dans la base B. Alors la
matrice de pF dans la base B est

tX

i=1

Ui
t
Ui .

Réciproquement, une matrice M telle que M est symétrique et M
2
= M

est un projecteur orthogonal.
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Diagonalisation des endomorphismes normaux.

Soient E et F deux espaces euclidiens / pré-hilbertiens complexes de

dim. finie. Pour u 2 E ,F , il existe un unique u
⇤ 2 F , E , appelé adjoint de

u, tels que 8x 2 E , y 2 F

hu(x), yiF = hx , u⇤(y)iE .

La matrice A
⇤
de u

⇤
(après choix de bases) est A

⇤
=

t
Ā avec A matrice

de u.

Une matrice A est

I hermitienne ou auto-adjointe si A = A
⇤
(= symétrique pour K = R).

I unitaire ou orthogonale si A
�1 � A

⇤

I (dans le cas carré) normale si AA
⇤
= A

⇤
A.

Remarque. Une matrice orthogonale est une matrice de changement de

bases entre deux bases orthonormées.
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Théorème (Théorème spectral)
Soit A 2 Mn(K) dont le polynôme est scindé dans K. Alors la matrice A

est normale ssi elle est diagonalisable dans une base orthonormale ssi il

existe une matrice unitaire U telle que U
�1

AU est diagonale.

En particulier, une matrice réelle symétrique est diagonalisable dans une

base orthonormale.

Et, dans le cas complexe, A est hermitienne ssi ses valeurs propres sont

réelles et elle est diagonalisable dans une base orthonormale.

Corollaire
Soit A 2 Mn(K) matrice hermitienne. Alors A est positive (resp. définie

positive) ssi ses valeurs propres sont positives (resp. strictement

positives).
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Exercice. Soit (e1, . . . , en) une famille d’éléments de vecteur de E , espace
euclidien de dimension finie, tous de norme 1. Montrez qu’on a, pour tout

x 2 E ,
kxk2 =

nX

i=1

hx , ei i2,

si et seulement si (e1, . . . , en) est une base orthonormée de E.

Exercice. Calculer
inf

a,b2R

Z 1

0

(x2 � ax � b)2 dx

Exercice.

1. Montrer que toute matrice A 2 Mn(R) s’écrit de manière unique comme

somme d’une matrice symétrique et d’une antisymétrique.

2. Montrer que maxkxk=1hx ,Axi est égal à la plus grande valeur propre de sa

partie symétrique.

3. Maximiser la quantité a1a2 + a2a3 + a3a4 + a4a1 avec les contraintes
(
a1, . . . , a4 2 R,
a21 + · · ·+ a24 = 1



§4. Décompositions

Soit A 2 Mn(R). On dit que A admet une décomposition LU s’il existe

une matrice triangulaire inférieure L avec des 1 sur la diagonale et une

matrice triangulaire supérieure U telles que A = LU.

Théorème
Supposons A inversible. Alors il existe une matrice de permutations P

telle que PA admet une unique décomposition LU.

Si A est symétrique définie positive, alors A admet une unique

décomposition LU.

Utilisations. résolution de systèmes linéaires avec membres de droite

di↵érents, inversion de matrices, calculs de déterminants, etc.

Méthode. On fait un pivot de Gauss pour mettre sous forme triangulaire

supérieure (en mettant le pivot égal à 1 à chaque fois). Les transformations

e↵ectuées donnent la matrice L. Si un pivot est nul, on échange les lignes pour

avoir un pivot non nul (ce qui donne P).
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Une matrice A admet une décomposition QU (ou QR) s’il existe une

matrice orthogonale Q et une matrice triangulaire supérieure U telles que

A = QU.

Particulièrement utile quand A est rectangle pour calculer le

pseudo-inverse de A :

AX = Y () UX =
t
QY

Méthode. On fait la méthode de Gramm-Schmidt sur les colonnes aj de

A. La base orthonormée (ei ) obtenue donne la matrice Q. La matrice R a

pour entrées hei , aji pour i  j (et zéro ailleurs).

Remarques. La méthode est plus couteuse que la méthode LU et

susceptible aux problèmes d’arrondis dans Gramm-Schmidt.

C’est la base de la méthode QR pour le calcul (d’approximations) des

valeurs propres.
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Exercice.

I Calculer la décomposition LU de la matrice suivante

A =

0

@
2 �1 0

�1 2 �1

0 �1 2

1

A

I Calculer la décomposition QU de la matrice suivante

A =

0

@
12 �51 4

6 167 �68

�4 24 �41

1

A



Lemme
Soit A un matrice (non nécessairement carrée). Alors, la matrice A

⇤
A est

hermitienne positive. En particulier, ses valeurs propres sont des réels

positifs. On appelle valeurs singulières de A les racines carrées des valeurs

propres de A
⇤
A.

Remarque. si A est déjà hermitienne, on obtient les modules de ses

valeurs propres.

Décomposition en valeurs singulières. Supposons que A 2 Mm,n(K)

admette r valeurs singulières non nulles µ1  µ2  · · ·  µr . Alors, il

existe deux matrices unitaires U 2 Mn(K) et V 2 Mm(K) telles que

A = V D̂U
⇤
avec D̂ =

✓
D 0r ,n�r

0m�r ,r 0m�r ,n�r

◆
2 Mm,n(K)

avec D = diag(µ1, . . . , µr ).
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§5. Normes matricielles

Rappel. Puisque Mm,n(K) est un K-ev de dimension finie, toutes les

normes sur Mm,n(K) sont équivalentes.

On dit qu’une norme k · k sur Mn(K) est une norme matricielle si

8A,B 2 Mn(K), kABk  kAk kBk.

Pour A = (ai,j) 2 Mn(K), la norme de Frobenius définie par

kAkF =

⇣X

i,j

|ai,j |2
⌘1/2

.

est une norme matricielle. C’est une conséquence de Cauchy-Schwarz.

La norme k · k1 définie par kAk1 = maxi,j |ai,j | n’est pas une norme

matricielle.
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Pour k · k une norme fixée de Kn
, la norme subordonnée est la norme |||·|||

de Mn(K) définie par

|||A||| = sup
x2Kn,x 6=0

kAxk
kxk = sup

kxk=1
kAxk = sup

kxk1
kAxk.

Proposition
Soit une norme k · k de Kn

, on a

1. 8A 2 Mn(K), 8x 2 Kn
: kAxk  |||A|||kxk.

2. 8A 2 Mn(K), il existe x 2 Kn
avec |||A||| = kAxk et kxk  1.

3. |||1n||| = 1.

4. La norme subordonnée |||·||| est une norme matricielle.

Remarque. Puisque k1nkF 6= 1, la norme de Frobenius n’est pas une

norme subordonnée.
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Soit |||·|||2 la norme subordonnée associée à la norme euclidienne sur Kn
.

Propriétés.

1. 8A 2 Mn(K), |||A|||2 = |||A⇤|||2 = plus grande valeur singulière de A.

2. 8A,U 2 Mn(K) avec U unitaire, |||AU|||2 = |||UA|||2 = |||A|||2.
3. En particulier, si A unitaire, |||A|||2 = ⇢(A) avec ⇢(A) = max . des

modules des valeurs propres de A est le rayon spectral de A.

Théorème
Pour toute norme matricielle k · k sur Mn(C), on a

8A 2 Mn(C), ⇢(A)  kAk

Réciproquement, soit A 2 Mn(C). Alors, pour tout " > 0, il existe une

norme matricielle k · kA," sur Mn(C) telle que

kAkA,"  ⇢(A) + ".
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La suite (Ak)k de Mn(K) tend vers A si on a kA� Akk ! 0.

Théorème
Soit A 2 Mn(C). Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. limk A

k
= 0,

2. 8x 2 Cn
, limk A

k
x = 0,

3. ⇢(A) < 1,

4. Il existe une norme matricielle k · k pour laquelle kAk < 1.

Remarque. Soit
P

k akzk une série entière de rayon de convergence R, on en

déduit que la même série converge pour une matrice A avec ⇢(A) < R. Cela
permet de construire l’analogue des fonctions classiques exp, cos, sin...

Théorème
Soit A 2 Mn(C) et soit k · k une norme matricielle. On a

lim
k

kAkk1/k = ⇢A.

k to

guy xrpaniadaledf.ro
HAGEMAN so



Théorème (Perron-Frobenius)
Soit A 2 Mn(R) matrice à coe�cients positifs. Alors, il existe une valeur

propre �F de A telle que

1. �F est réelle et positive (ou nulle),

2. 8� valeur propre de A, |�|  �F donc �F = ⇢(A).

Si de plus on a A
k > 0 pour un entier k � 1, alors

1. �F est strictement positive,

2. �F admet un vecteur propre à coordonnées strictement positives,

3. 8� valeur propre de A, � 6= �F =) |�| < �F ,

4. �F est de multiplicité 1 (racine simple du polynôme caractéristique).
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