@ Définition i
Soient f : X =Y, ACX,ac Aet be B. On dit que f tend vers b

quand x tend vers a ou la limite de f en a est b, noté lim f(x) = b, si
X—ra

Ve > 0,36 >0,Vx € A, 0 <dx(x,a)<d = dy(f(x),b) <e
Ix-4f

Résultat. On a lim f(x) = b ssi lim f(x,) = b pour tout suite (x,) de
= N

X—a
limite a avec x, # a Vn

G——

<

Résultat. f est continue en a ssi lim f(x) = f(a) —

110 .

Théoreme (Prolongement par continuité)
Soit AC X et f:A— Y. Soit c € A\ A tel que lim f(x) existe. On

X—C

définit g : AU{c} = Y par ===

g(x)=f(x)sixc A et| g(c)= lim f(x).

X—C

Alors, g est continue en c.



Définition
Soit (f,) une suite de fonctions de X vers Y et soit f : X — Y.
» (f,) converge simplement vers f si Vx € X, lim f,(x) = f(x), ie

Vx € X,Ve > 0,3dN > 0 tel que Vn > N, dy(f,(x),f(x)) <e€
K/ N[x; £)

» (f,) converge uniformément vers f si

Ve > 0,dN > 0 tel que Vx € X,Vn > N, dy(f,(x),f(x)) <e

R
Théoreme

Soit (f,) une suite de fonctions continues de X vers Y qui converge
uniformément vers f : X — Y. Alors, f est continue.

Théoreme

Soit f : X — Y une application linéaire entre deux evn (espaces
vectoriels normés) alors f est continue ssi f est continue en Q ssi f est
lipschitzienne ssi AM > 0,Vx € X, ||[f(x)|ly < M||x||x-

Dans ce cas, le plus peti qui convient est la norme subordonnée de f,

denotee lIFl- 13 TN
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Théoreme
Soit f € L(X,Y) (= ensemble des applications linéaires continues), on a
> Vx e X, [FO)lly < Il - [Ix]lx .
" frooly ) A%
X)|ly
QA Mkt /

_ = C
> Soitg € L(Y,Z), onallgofil < [lgll Il

Résultat. £(X, Y) avec la norme ||-||| est un evn

Définition
Un homéomorphisme entre deux espaces métriques f : X — Y est une
bijection telle que f et f~! sont continues. Dans ce cas, on dit que X et

Y sont homéomorphes.



Limite pour une distance particuliere

Soit d la distance usuelle sur R : V(x, y) € R?, d(x,y) = |x — y|. On
considere la fonction f : R — R définie par :

B X si x € Q,
f(X)_{ l1-x sixeR\Q.

1. Montrer que I'application § : R> — R définie par
V(x,y) € R%, d(x,y) = [f(x) = f(y)

est une distance sur R.

V2

2. Déterminer, si elle existe, la limite de la suite () pour cette
n
n>1

distance.



Calcul de normes d'applications linéaires.

1. On considere I'application linéaire ¢ : C([0; 1], R) — R définie par

Calculer la norme de ¢ pour C([0; 1], R) muni de la norme || - ||o-

Méme question avec la norme || - ||1.

2. On considere |'application linéaire ¢ : R[X] — R définie par

p(P) = P(0).

Calculer la norme de 3 pour R[X]| muni de la norme
IP]l = supxepoa) |P(X)]-



§1.3 Compacité

Définition
Soit (X, d) un espace métrique.
» Propriété de Borel-Lebesgue. Soit (U;);c; des ouvert X tels que
& ﬂs U,E, U =X (recouvrement d’ouverts), il existi lo C I fipi tel que

) » Proprlete de Bolzano-Weierstrass. Tout suite d'éléments de X admet
une sous-suite convergente.

DY

Théoreme

Ces deux propriétés sont équivalentes pour un espace métrique. Un
espace avec ces propriétés est un espace compact

Résultat. Les compacts de R sont les fermés bornés

r Resultat Soit X un espace compact et (U;);c; un recouvrement
. Alors il existe r > 0 tel que Vx € X, di € | avec




Proposition

» Un sous-espace compact d’un espace métrique est fermé
» Une intersection arbitraire de compacts est compacte
» Une union finie de compacts est compacte

» Un fermé d’'un espace compact est compact

Théoreme

1. Borne atteinte. Soit X compact et f : X — R continue. Alors f est
bornée et elle atteint ses bornes. De plus, f est uniformément
continue (aussi vrai si on remplace R par Y métrique).

2.[‘51'/es\§_)50it E un evn. Alors, E est de dimension finie ssi B(0,1) est
compacte.

3. Produit de compacts. Le produit de deux espaces compacts avec
la distance produit est un espace compact

Proposition
Soit n > 1, alors toutes les normes sur R" (resp. sur C") sont équivalentes
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oit (X, d) un espace métrique. On dit que X est connexe si, pour todt
ouvert U et VavecX UuVetUNV =0 ona(U,V)=(X,0) ouX=U

(0, X). ~ v/

V= XNV ﬁ“‘“"

» X est connexe ssi les seuls ouverts-fermés sont X et ()

X est connexe ssi toute fonction continue f : X — {0,1} est
constante

Proposition

» [’image d'un connexe par une fonction continue est connexe

. K\ _
» Soit AC X connexe et AC B C A alors B connexe
En particulier, I'adhérence d'un connexe est connexe

» [e produit de deux espaces connexes est connexe



e

Les connexes de R sont les intervalles. En conséquence, si f : R — R est
continue et si | est un intervalle, alors (1) est un intervalle (théoréme

des valeurs mtermedlalgaesz Ev b J ) ( }M ! % ?

Définition Cb? Xw)

Soit x € X espace métrique. La composante connexe C(x) de x est la
réunion des connexes de X contenant x. C'est le plus grand connexe
contenant x. En particulier, C(x) est fermé.

Théoreme (Connexité dans R)

Résultat. On utilise : une union (arbitraire) de connexes d'intersection
non vide est connexe

Théoreme
Soient x,y € X. Alors C(x) = C(y) ou C(x)N C(y) = 0. En particulier,
X est I'union (disjointe) de composantes connexes.



Définition

Un chemin reliant x a y avec x,y € X espace métrique est une
application ~y : [0; 1] — X continue avec ¥(0) = x et y(1) = y. (On peut
remplacer [0; 1] par un intervalle arbitraire [a; b))

On dit que X est connexe par arcs si, Vx, y € X, il existe un chemin
reliant x et y

Résultat. Connexe par arcs = connexe

Résultat. L'image d'un connexe par arcs par une fondtion continue est
connexe par arcs

Théoreme
L’adhérence de I'ensemble {(t,sin(1/t)) : t €]0; 1]} est compact,
connexe mais pas connexe par arcs



§1.5 Complétude In ;j’é\?ﬂ |1,««€léc/£ {\éi
Définition 3’1 &%“ ‘)4 !%h’q kl L =

Un suite (x,) d'un espace met)(que X est une suite de Cauchy si Ve > 0,

AN tel que Vn,m > N, ¢n a d(xp, xm) < €
On dit que X est complet si toute suite de Cauchy de X est convergente

Résultat. Suite convergente = suite de Cauchy

Résultat. Suite de Cauchy avec une sous-suite convergente est
convergente (méme limite)

Théoreme

» Tout fermé d’un espace complet est complet
__» Tout sous-espace complet est fermé

[ » Tout espace métrique compact est complet

» Tout evn de dimension finie sur R ou C est complet



Proposition

L’espace L(X,Y) avec X, Y evn et Y complet, munit de la norme
subordonnée |||-||| est complet

Théoreme (Riesz-Fischer) / {/ﬂh) skt 2lh M//(MAF éb‘(

Soit p € [1;+00]. Alors (¢P(N), || - ||,) est un evn complet avec

1(un)lp = {(Zn \un|p)1/p 5 p < o0

sup,, | un| Si p= +00

/

et (P(N) = {suites réelles (u,) avec ||(un)||p, < +o0}.

X8 VK
Théoreme

Soit X un espace métrique, il existe un unique (& isométrie prés)
complété Y de X vérifiant X C Y, dx restriction de dy a X, Y complet
et X dense dans Y .

i o Xzy X?:ZWQ% (ﬂ") Ao &«16]

a A Py
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O Théoreme (Prolongement des fonctions unif. continues)

Soient X et Y deux espaces métriques avec #&/complet. Soient S C X,
une partie dense de X, et f : S — Y une application uniformément
continue. Alors, il existe un unique prolongement de f par continuité de

X vers Y. \y CI}MW

Rappel Les applications linéaires continues sont uniformément continues.

0 Théoreme (Point fixe des applications contractantes)

Soit X un espace métrique. Une application f : X — X est contractante

s'il existe 0 < o < 1 tel que
d(f(x), f(y)) < ad(x Y\ dfx¥)

Supposons que X est complet et f : X — X est contractante, alors elle
admet un unique point fixe x, € X avec f(x.) = x.. De plus, pour tout
xg € X, la suite (x,) avec x,4+1 = f(x,) tend vers x, géométriquement,

c est-a-dire

Vx,y € X,

Vn>0, d(x,x) <a"d(x,x).



Une version faible du théoréme de Picard.

Soit (X, d) un espace m¢triquefcompact) et soit f : X — X une fonction
telle que d(f(x), f(y)) < d(x, our tous x,y € X avec x # y.
—

1. Montrer que f admet au plus un point fixe.

2. Montrer qu'il existe z € X tel que d(z,f(z)) < d(x, f(x)) pour tout
x € X.

3. Montrer que z est ['unique point fixe de f.

4. Soit xp € X. On définit une suite (x,)n>0 par xp+1 = f(x,) pour
tout n > 0.
Montrer que la suite (d(x,, z))n>0 converge vers ¢ > 0

5. Montrer que £ = 0 et donc que (x,) converge vers z.



