Jde Tonon) int n-)@:zb
Définition 7 r? 2

Soit f : X — [0; 00| mesurable. On définit I'intégale de f sur X par
rapport a u par 7

/f(,é)d,u(lg):/ fd,u:/f:sup{/u:uétagée, positive etugf}
X v - X _ _

— S

On dit que f e_st(g?glagbl si@ _
Soit f : X — R mesurable, on dit que f a un jntégrale stf+ —ff_>a un
sens oﬂ@ax(f, 0) et £ = max(—f.0) s§>nt mesur positives

telles que T = f. — f_. Dans ce cas, on pose

On dit que f est intégrable si 7, et f_ sont intégrables. On note £'(X; ;1)
I'ensemble des fonctions intégrables

Remarque[F intégrable [<> f a une intégrale finie < [f. < +o0
et [fL <+ < +00
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Proposition

Soient f et g mesurables ayant une intégrale.
> Sif<galors [f< [g
> SixeRalors [(F+Xg)=[f+X][g

Définition )
Soit AC X mfurable et f : A— R mesurable. On dit que f a une

intégrale siffxa (= extension de f a X en prenant 0 sur A°) a une
intégrale. On pose
/ fdp = / fxadu
A X

Résultat. Si A est négligeable alors Vf : A — R mesurable, on a
Jof =0. De méme, si f : X — R mesurable et f =0 p.p. alors [ f = 0.

Exercice. Soient (X, u) un espace mesuré et f : X — R une fonction
u-intégrable.

1. Montrer que f est finie u-presque partout.

2. Montrer que si [, |f|dp = 0 alors f est nulle p-presque partout.
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Résultat. Soit f.snesurable alors 1 a une intégrale pour p ssi f a une
intégrale pour & et dans ce cas, les deux sont égales.

Résultat. Soient . g mesurables et f = .p. Si f a une intégrale alors
v 8 8 P-P g
g a une intégrale et, dans ce cas, les deux sont égales.
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Proposition
Soit f : X — R intégrable. On pose A = f~*({zo0}). Alors M(A) = 0.
On pose g : X — R définie par g(x) = f(x) si x & A et g(x) = 0. Alors

[|f —g|=0etdonc [f=[g. KML',—M/

Remarque. Il suit qu'on peut toujours modifier f intégrable pour qu’elle
ne prenne que des valeurs finies sans changer son intégrale.

Définition
Soit f = (f1,...,f,) : X = R" mesurable. f est intégrable ssi chaque f;
est intégrable et [ f = (| f;);. En particulier, si f : X — C alors

Lf/fj_f/Re(f) + ifIm(fD




Théoreme (Beppo-Levi)
Soit (f,) une suit@de fonctions mesurables @@ On
lim 1,.

suppose que (f,) est convergente. Alors, on a lim [ f, =

Résultat. Si f et g ont une intégrale et les sommes f + get [f+ [g
existent. Alors, f + g a une intégrale et [(f+g)= [+ [ &.

Proposition )m 488 é)cM

» Sif mesurable alors |f| mesurable

» Sif a une intégrale a/o@ /7
@ E Si f mesurable et g intégrable avec |f| < g alors f inte’grab/e]@

» Sif intégrable et | |f| =0 alors f =0 p.p.

EP Sif et g intégrables, f < gef [f= [g¥ylorsf=g p.pj
Proposition ité iv} é

Soit f mesurable. Soi 1< p<+ooett>0. Alors J %A}“

~
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Notation. L'intégrale de Riemann est dénotée par fab f(x) dx J{

l Théoréme

» Soit f : [a, b] — R continue alors f est Lebesgue-intégrable sur [a, b]
et [, F(x)dx = [, o f i

» Dans le cas f : | = R continue avec | non compact d’'extrémités
a,beR

» f est Lebesgue-intégrable ssi I'intégrale f f(x) dx converge
absolument et dans ce cas f f(x)dx = [, fdun

> Slf>Oalorsf f(x) dx—f,fdul[\ ¥ o P”‘\KL JSJ”(X
> Si [, f du existe alors on a f f(x)dx = [, fdu </\ﬂ

Remarque. Dans le cas | non compact d’extrémités a, b € R, il est
. b . .
possible que [ f(x) dx existe mais pas [, f du;

Notation. Pour | C R intervalle, on notera parfois [, f(x) dx plutét que

J, fdvi (s'il n'y a pas de risquW
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Théoreme (Critére de Lebesgue) £ 30' ) &) F) 7 "ZV

Soit f : [a,b] — R. Alors f est Riemann-intégrable sur |a, b]|Ssi)f est
bornée et I'ensemble des discontinuités de f est v1-négligeable

Résultat. Si f : [a, b] — R est Riemann-intégrable alors f est
Lebesgue-intégrable et fab f(x)dx = f[a p fdve

Théoreme
Soit f : [a, b] — R Lebesgue-intégrable. On pose F(x) = f[a qfdu.
Alors F est dérivable vi-p.p. et pour F'(x) = f(x) v1-p.p.

Théoreme (Leibniz-Newton pour l'intégrale de Lebesgue)

Soit F : [a,b] =& R continue dérivable sur |a, b[ avec F' v1-intégrable.
Alors, Vx € [a, b], F(x) = F(a] & J(ax] F'(t) dvi(t).

Remarque. Ce résultat n'est pas forcément vraie si on suppose juste F
dérivable v1-p.p (exemple : F(x) =0 sur [0,1/2] et =1 sur ]1/2,1]) et
méme avec F continue (on peut construire F continue avec F' =0 p.p.)
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# On considere la fonction f : [O; g} — R, définie par

(x) = {s?ngx) S? cos(x) € Q
sin“(x) si cos(x) € Q

1. Montrer que la fonction f est Lebesgue-intégrable sur [O; E}.

2. Calculer I'intégrale de Lebesgue f[O'w/2] f(x) dvi(x).

x—1

1
t

f(x) =
» On pose f(x) /0 Tt

1. Montrer que f est finie si et seulement si x > 0.

dt pour x € R.

2. Montrer que f est continue sur |0; +o0.

3. Calculer f(x) + f(x + 1) pour x > 0. En déduire la valeur de “Lnon(X)'



§5 Les grands théoremes

Théoreme (Lemme de Fatou)
Soit (f,) suite de fonctions mesurables > 0, alors [ liminf f, < liminf [ £,

Théoreme (Convergence dominée)

Soit (f,) suite de fonctions mesurables avec f, — f et telle qu'il existe g
intégrable avec anors f est intégrable et [ |f, — f| — 0 et

donc | lim f, = limT7,.

ue deta convergence dominée)

Proposition (Récipr

esurables et f mesurable tels que
e suite extraite (f,, ) et une fonction
et f,, = f p.p.

Soit (f,) suite de fonctions
[ |fa — f| — 0. Alors il existe
intégrable g tels queVk, |f, | <

Théoreme (Convergence dominée p.p.)

Soit (f,) suite de fonctions mesurables telle qu'il existe g intégrable avec
Vn, |f,| < g p.p et il existe f mesurable avec f, — f p.p. Alors f

intégrable, [|f,—f| —O0et [f,— [f. { |



Intégrales dépendant d'un parametre
Notation. f : X x A — R (avec A C Y espace métrique). Pour X € A,
f(-,A\): X = R, x— f(x,)\). De méme avec f(x,-) pour x € X.
[ L .
Théoreme

Supposons que
1. Pour tout A € A\, (-, \) est mesurable
—
2. Pour presque tout x € X, f(x,-) est continue

3. llexiste g : X —- R intégrab/e te//e VAeN, [f(- N < g pp.
Alors F : AN — R définie par F()\ (-, \) du est continue.

5 24 s

Dans le cas ou N\ est un ouvert de Y = R”, on peut remplacer la
condition 3 par

3'. Pour toute boule fermée B()_\o, r) C A, il existe une fonction
intégrable g telle que VA € B(Xo,r), |f(-,A)] < g p.p.



On suppose A ouvert de Y = R". Pour la variable A = (A\1,...,A,) € A,
on dénote par J; = % la dérivée partielle
J

Théoreme J\OQ/%(V&/”)
\ Soit j € {1,...,n}. Supposons que e

1. Pour tout \ € A\, la fonction f(-, \) est intégrable
Donc la fonction F(\) = [ f(-, A) du existe

2. Pour tout x € X, la fonction 0;f(x, -) existe

3. Pour toute boule fermée B()_\o, r) C A, il existe une fonction
intégrable g telle que Y\ € B(Xo, r), |0if(-,\)] < g p.p.

Alors O;F existe et O;F(\) = [ 9;f(-,\) dp N

W R
Théoreme

( Soit (f,) une suite de fonctions intégrables telles quely" [ |f,| < +o0.
Alors >~ f,(x) converge p.p. et >, [ f,= [ f avec

sinon

F(x) = {Zn fo(x)  si la série converge



Exercice.

1. Montrer que f: x — eimx est Lebesgue-intégrable sur [0, col.
2. Montrer que, pour tout x > 0, on peut écrire f(x) = > e ™sinx. Et
n=1
pour x =07
> sin x = 1
3. En déduire que dx =
" déduire qu / ST =Y
2
Exercice. P > 0, on pose F(y) /oo e—xde
ercice. Pour , = .
@ Xerci y > P y S e

1.
2.

3.

Montrer que F est continue sur R;..

Calculer F(0) et déterminer lim F(y).
y—0o0

Montrer que F est dérivable sur R .

Montrer que F est solution sur R} d'une équation différentielle du premier
: < .
ordre s'exprimant a |'aide du nombre | = fooo e ™ dx.

En déduire, sous forme intégrale, une expression de F(y) pour y > 0.

En déduire la valeur de .



