§2. Formes bilinéaires et formes quadratiques
i

Forme bilinéaire : application ¢ : E x E — K linéaire par rapport a

chaque variable L'ensemble des formes b|||néaires est un espace vectoriel

de dimension n? (_ﬁ/ﬁrf'z—) ) 2 2%3) ‘Wb[algyi e

Sur B = (e, .. e,,) base de E, on ecrlt X=)> _.Xi¢e, ety

On a
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M,(K), matrice représentant ¢ sur la base B,

(.y1>) le vecieur représentant x (resp. y) sur la
base. (u.(}»‘F (- f(’%”b) = € %Ay ’/DJ}'}

Soit B’ une autre base E, la matrice A" de ¢ sur la base BB/ vérifie
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Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique (fbs), c'est-a-dire Vx, y,
o(x,y) = ¢(y,x) <= la matrice de ¢ (dans toute base) est symétrique. .

Pour x,y € E, on dit x et y orthogonaux, noté x L, y, si ¢(x,y) = 0. &
Pour SC E, on pose St¢ = {x € E |Vy € S,¢(x,y) =0} [ Clest EA .:A
toujciurs un sev de g.(\ & xly

On note Ker ¢ = E+#, c'est le noyau de ¢.

Lerang de ¢ est dim E — dim Kﬂ?
b= 216 3 2%

Lemme K&(J( 'V x4

Soit A matrice de ¢ dans une base, alors Ker ¢ = Ker A. N 17("’> 7‘1 X

Théor‘eme’ﬂ\'m%’ W’Kh’e (e & ‘{(‘"m_fzg(%é))/?

Il existe une base (e, ..., e,) de E qui est orthbgonale pour ¢,
c'est-a-dire telle que e; 1, ej pour tout | # j.

Corollaire dﬂwg: m'\g (17*\’ mw‘b

Soit A € M,(K) une matrice symétrique, alors il existe Q € GL,(K) telle

que 'QAQ est diagonale L L Lb‘
> o5 Mo mme b By

)




\s ) nriln (2 Ty 2"
o Ot bt sxHogrel  © adan

Exercice.
Soit la forme bilinéaire ¢ de R3 définie sur la base canonique par :

d(v1, v2) = x1y1 + xoy2 + 3x3y3 + Ox1y3 + 2x0)1 — 3x0y3 + 3x3)1 + X3)5.

1. Calculer ¢(z,w) avec z = (2,—1,0) et w = (5,15, 1).

2. Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique. Calculer Ker ¢, puis
son rang.

3. Ecrire la matrice de ¢ dans la base (vi,vs,v3) ou vy = (1,1,1),
Vo = (0, 1, 1), V3 = (0,0, ].)

4. Calculer I'orthogonal vi'.



Vocabulaire. Soit ¢ une 5. On définit son rang par dim E — dim Ker ¢.
On dit que ¢ est

» positive si Vx € E, ¢p(x,x) >0 (K=Q ouR).
» négative si Vx € E, ¢(x,x) <0 (K=Q ouR).

> définie si ¢(x,x) =0& x = 0. é))(é)o)‘ o

> non dégénérée si Ker ¢ = {0} (et dégénérée sinon). 4}
bloy)<?
Lemme
Si ¢ est un fbs définie alors ¢ est non dégénérée. 7’
> xe

Exercice. Soit E = R?. Montrer que [

) — e | 2 Yy @) <0

est une fbs non dégénérée et non définie. "7 49[,) )6) 0) Y0
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Forme quadratique. Application de g : E — K telle qu'il existe une forme
bilinéaire ¢ sur E avec q(x) = ¢(x, x) pour tout x € E. Sous forme

. . 7
matricielle, on a X
g(x) = EXAX. ‘M_QL/VW

Théeoreme 741%) - ALQ/X)

Soit q forme quadratique, alors il existe une unique fbs ¢ telle que, pour
tout x € E, g(x) = ¢(x,x). On /’appe//e(/a forme po/aire)de q.
Pour tous x,y € E, on a [95

o(x,y) = %(CI(X +y) —q(x) —a(y)).

De plus, 'application g — ¢ est un isomorphisme de K-ev donc I'ev des

formes quadratiques est isomprphe a |'ev des matrices symétriques n X n.
[ ap o 1 mrt bér)

Forme polyndmiale. L'expression g(x) est un polyn6me quadratique homogene

en les xi,...,x,. On peut déduire |'expression de ¢(x, y) (comme polynéme

linéaire homogene en les xi, ..., Xn, y1,.--,Yn) par \N Jbé

1

2 1 . .
axi ~ axiy; et axpxj ~ saxiyj + zaxyi (I #J)
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Vocabulaire. UrAforme undratiqlV@e de la terminologie de la fbs

associée : rang, positive, négative,/dégénérée, noyau, orthogonallte etc.

N
Attention. Ker g = Ker ¢ et non {x € E | g(x) = 0F (pas slev en gseprEr

Orthogonalité X Llqy <= x1lyy <= qx+y)= q(X) +q(y).

7/?”2 (1 119) = O(m9) 3 bre) ¥ Bl 1) +Dly)

Théoreme (Loi d’ |nert|e de Sylvester) = 0]/%)4' 4/97"‘ Zd’[%ﬂ)

Soit q forme quadrat/que sur R. Il existe un couple d’entiers (s, t), appelé

la signature de q, tel que, dans toute base orthogonale (e, ... e,) pour q,
on a

/ 4
> o= #{irae) >0} E<E'OE eﬂéf/ Vst 140

»t—#{l: (e,)<0} «Y%eg)x_ 0)7(%
De plus s + t est le rang de q et donc dim Ker q'= #{i : q(e;) = 0}.



Réduction des formes quadratiques. Soient g forme quadratique et B une

base. Les assertions suivantes sont équivalentes :
711. La base B est g-orthogonale,
2. La matrice de g dans B3 est diagonale,

L'expression de g sur la base BB est de la forme )
%mﬂwﬂﬁw Y| Mo ¥
A q(x) = Z d; fi(x)
A oy Cndipde~ ,-

(\
avec (fi,...,f,) base de E*.

bokdin
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Théoreme. Une telle base existe/tiujours.

Remarques. Les bases B et 1‘10/
dans B est -

\
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Si K =R, on peut pr@d ed €{0,+1};siK=C, d; € {0,1}.

——

sont duales et la matrice de g




Réduction de Gauss.

Réduire les formes quadratiques suivantes :

>

q(x) = X12 — 2Xx1 X0 + 4x1X3 — 2X1Xa + 5X22 — 8Xxox3+

14x5x4 + 5X32 — 8x3X4 + 10Xf.

q(x) = x1x2 + 2x1x3 — x1Xa + Xx2Xx3 + 3x2X4 + 9x3X4.
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§3. Espaces euclidiens, espaces pré-hi ertiens()c/)@;D

K =R (espaces euclidiens) ou C (espaces préchilbertiens complexes) ’V/(

Une application (-, ) : E x E — K est profluit scalaire (resp. hermitien) si

elle est linéaire a gauche, définie positive et PIZ gé
HC S

On en déduit I'existence d'une norme : ||x|| =

> ||x|| = 0 si et seulement si x = 0, <¥}f¥7>
» |[\x]|| = |\| - ||x]|| pour tous x € E, A € K,

= 1Al ] p . <¥/X>*<¥)7’>
> |Ix +yll < il + llyll pour tout x,y € E.

M V%F?N&w
Théoreme (Inégalité de Cauchy- Schwa%

Pour tous x,y € E, on a
(32 SR

De plus, on a égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.



