
§2. Formes bilinéaires et formes quadratiques

Forme bilinéaire : application � : E ⇥ E ! K linéaire par rapport à

chaque variable. L’ensemble des formes bilinéaires est un espace vectoriel

de dimension n
2
.

Sur B = (e1, . . . , en), base de E , on écrit x =
P

i xi ei , et y =
P

i yi ei .

On a

�(x , y) =
nX

i=1

nX

j=1

xiyj �(ei , ej) =
t
X AY

avec A = (�(ei , ej)) 2 Mn(K), matrice représentant � sur la base B,

X =

✓
x1
. . .
xn

◆
(resp. Y =

✓
y1
. . .
yn

◆
) le vecteur représentant x (resp. y) sur la

base.

Soit B0
une autre base E , la matrice A

0
de � sur la base B0

vérifie

A
0
=

t
PAP

avec P la matrice de changement de base de B à B0
.

Remarque. P = MatB0,B(Id). (Attention. notation !)
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Soit � une forme bilinéaire symétrique (fbs), c’est-à-dire 8x , y ,
�(x , y) = �(y , x) () la matrice de � (dans toute base) est symétrique.

Pour x , y 2 E , on dit x et y orthogonaux, noté x ?� y , si �(x , y) = 0.

Pour S ✓ E , on pose S
?� = {x 2 E | 8y 2 S ,�(x , y) = 0} . C’est

toujours un sev de E .

On note Ker� = E
?� , c’est le noyau de �.

Le rang de � est dimE � dimKer�.

Lemme
Soit A matrice de � dans une base, alors Ker� = KerA.

Théorème
Il existe une base (e1, . . . , en) de E qui est orthogonale pour �,
c’est-à-dire telle que ei ?� ej pour tout i 6= j .

Corollaire
Soit A 2 Mn(K) une matrice symétrique, alors il existe Q 2 GLn(K) telle

que
t
QAQ est diagonale
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Exercice.

Soit la forme bilinéaire � de R3
définie sur la base canonique par :

�(v1, v2) = x1y1 + x2y2 + 3x3y3 + 6x1y3 + 2x2y1 � 3x2y3 + 3x3y1 + x3y2.

1. Calculer �(z ,w) avec z = (2,�1, 0) et w = (5, 15, 1).

2. Ecrire la matrice de � dans la base canonique. Calculer Ker�, puis
son rang.

3. Écrire la matrice de � dans la base (v1, v2, v3) où v1 = (1, 1, 1),
v2 = (0, 1, 1), v3 = (0, 0, 1).

4. Calculer l’orthogonal v
?
1 .
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Vocabulaire. Soit � une fbs. On définit son rang par dimE � dimKer�.
On dit que � est

I positive si 8x 2 E , �(x , x) � 0 (K = Q ou R).
I négative si 8x 2 E , �(x , x)  0 (K = Q ou R).
I définie si �(x , x) = 0 =) x = 0.

I non dégénérée si Ker� = {0} (et dégénérée sinon).

Lemme
Si � est un fbs définie alors � est non dégénérée.

Exercice. Soit E = R2
. Montrer que

�(x , y) = x1y1 � x2y2

est une fbs non dégénérée et non définie.
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Forme quadratique. Application de q : E ! K telle qu’il existe une forme

bilinéaire � sur E avec q(x) = �(x , x) pour tout x 2 E . Sous forme

matricielle, on a

q(x) =
t
XAX .

Théorème
Soit q forme quadratique, alors il existe une unique fbs � telle que, pour

tout x 2 E, q(x) = �(x , x). On l’appelle la forme polaire de q.

Pour tous x , y 2 E, on a

�(x , y) =
1

2

�
q(x + y)� q(x)� q(y)

�
.

De plus, l’application q 7! � est un isomorphisme de K-ev donc l’ev des

formes quadratiques est isomorphe à l’ev des matrices symétriques n ⇥ n.

Forme polynômiale. L’expression q(x) est un polynôme quadratique homogène

en les x1, . . . , xn. On peut déduire l’expression de �(x , y) (comme polynôme

linéaire homogène en les x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) par

ax2
i  axiyi et axixj  1

2axiyj +
1
2axjyi (i 6= j)
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Vocabulaire. Une forme quadratique hérite de la terminologie de la fbs

associée : rang, positive, négative, dégénérée, noyau, orthogonalité, etc.

Attention. Ker q = Ker� et non {x 2 E | q(x) = 0} (pas sev en général).

Orthogonalité. x ?q y () x ?� y () q(x + y) = q(x) + q(y).

Théorème (Loi d’inertie de Sylvester)
Soit q forme quadratique sur R. Il existe un couple d’entiers (s, t), appelé
la signature de q, tel que, dans toute base orthogonale (e1, . . . en) pour q,
on a

I s = #{i : q(ei ) > 0}
I t = #{i : q(ei ) < 0}

De plus s + t est le rang de q et donc dimKer q = #{i : q(ei ) = 0}.
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Réduction des formes quadratiques. Soient q forme quadratique et B une

base. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La base B est q-orthogonale,

2. La matrice de q dans B est diagonale,

3. L’expression de q sur la base B est de la forme

q(x) =

X

i

di fi (x)
2

avec (f1, . . . , fn) base de E
⇤
.

Théorème. Une telle base existe toujours.

Remarques. Les bases B et (f1, . . . , fn) sont duales et la matrice de q

dans B est 0
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Si K = R, on peut prendre di 2 {0,±1} ; si K = C, di 2 {0, 1}.
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Réduction de Gauss.

Réduire les formes quadratiques suivantes :

I

q(x) = x
2
1 � 2x1x2 + 4x1x3 � 2x1x4 + 5x

2
2 � 8x2x3+

14x2x4 + 5x
2
3 � 8x3x4 + 10x

2
4 .

I
q(x) = x1x2 + 2x1x3 � x1x4 + x2x3 + 3x2x4 + 9x3x4.
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§3. Espaces euclidiens, espaces pré-hilbertiens

K = R (espaces euclidiens) ou C (espaces pré-hilbertiens complexes)

Une application h·, ·i : E ⇥ E ! K est produit scalaire (resp. hermitien) si

elle est linéaire à gauche, définie positive et

hx ,�yi = �̄hx , yi, hy , xi = hx , yi.

On en déduit l’existence d’une norme : kxk =
p
hx , xi :

I kxk = 0 si et seulement si x = 0,

I k�xk = |�| · kxk pour tous x 2 E , � 2 K,

I kx + yk  kxk+ kyk pour tout x , y 2 E .

Théorème (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Pour tous x , y 2 E, on a

hx , yi2  kxk kyk.

De plus, on a égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.
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