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Feuilles d’exercices 5

Dans cette fiche nous fixons deux nombres premiers p < q , et nous cherchons à classifier les
groupes d’ordre pq .

Exercice 1. Soit G un groupe d’ordre pq .

1. Montrer qu’il existe x, y ∈G tels que ord(x) = p et ord(y) = q .

2. En déduire que si G est abélien, alors il est isomorphe au groupe cyclique Cpq .

Exercice 2. Soit G un groupe d’ordre pq .

1. Montrer que G admet un unique q-Sylow, notons-le par H . Montrer que H ∼=Cq et H ⊴G .

2. Soit K un p-Sylow de G . Montrer K ≃Cp .

3. Montrer que G = H ⋊i K (produit semi-direct interne).

4. Soit Np le nombre des p-Sylows distincts de G . Montrer que Np vaut 1 ou q .

5. En déduire que si p ∤ q −1, alors Np = 1, K ⊴G , et G = H ×i K (produit direct interne).

6. En déduire que si p ∤ q −1, alors G ≃Cpq .

Exercice 3. Soit α : Cp → Aut(Cq ) un morphisme.

1. Rappeler la définition du produit semi-direct externe G =Cq ⋊αCp : quels sont ses membres?
Sa loi ?

2. Quel est l’ordre de G ? Sous quelles conditions (sur les données p, q et α) G-est-il abélien?

3. Montrer que le groupe Aut(Cq ) est isomorphe au groupe multiplicatif de (Z/qQ,+, ·) (regarder
les fiches précédentes).

4. En déduire qu’il est isomorphe à Cq−1 au groupe multiplicatif de (Z/qQ,+, ·) (regarder les
fiches précédentes).

5. Montrer que, si p | q −1, alors il est possible de choisir α de sorte que G soit non abélien.

6. Déduire que deux produits semi-directs Cq ⋊α Cp et Cq ⋊β Cp non abéliens sont forcément
isomorphes.

Exercice 4. Déduire des exercices précédents le Théorème de classification suivant :

Soit p < q deux nombres premiers.

• Si p ∤ q − 1, alors à isomorphisme près il existe un unique groupe d’ordre pq , à
savoir, le groupe cyclique Cpq .

• Si p | q−1 lors à isomorphisme près il existe exactement deux groupes d’ordre pq , à
savoir, le groupe cyclique Cpq et l’unique produit semi-direct non abélien Cq ⋊Cp .
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